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Z9-11-1

Myslim na nékolik bezprostfedné po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel. Kdybychom z nich
vyskrtli ¢isla 70, 82 a 103, aritmeticky pramér ¢isel by se nezménil. Kdybychom misto toho
vyskrtli ¢isla 122 a 123, aritmeticky primér by se zmensil pfesné o 1. Na kterd pfirozena
¢isla myslim? (L. Simiinek)

MozZné feSeni. Pokud se Skrtnutim trojice ¢isel mnoziny nezméni jeji aritmeticky pramér,
mé tato trojice ¢isel stejny aritmeticky priamér jako cel4 mnoZina. Aritmeticky primér celé
mnoziny cisel je tedy

70 +82+103

3 85.

Pocet ¢isel celé mnoziny oznacime n. Po skrtnuti ¢isel 122 a 123 zbude n — 2 ¢isel
a dle zadani se aritmeticky primér zmensi o 1, tedy bude 84. Vynasobenim aritmetického
pruméru c¢isel a poctu téchto c¢isel dostaneme jejich soucet. Na zdkladé toho sestavime
nasledujici rovnici, kterou vyfesime:

85n = 84(n — 2) + 122 + 123,
85n = 84n + 77,
n="177.

Neznamou mnozinu ¢isel tvori 77 bezprostiedné po sobé jdoucich ¢isel.

Prostiedni ¢islo je rovno aritmetickému priméru, pied nim a za nim je 38 ¢isel, nebot
77 = 2- 38 + 1. Nejmensi ¢islo mnoziny je tedy 85 — 38 = 47 a nejvétsi 85 + 38 = 123.
Hledanymi ¢isly jsou pfirozena cisla od 47 do 123 vcetné.

Jiné FeSeni. Stejnym zpiisobem zjistime, Ze aritmeticky priimér mnoziny ¢isel pred skrté-
nim je 85. Vyskrtnuta ¢isla 122 a 123 pak vyjadiime pomoci tohoto praméru: 122 = 85+37,
123 = 85 4 38. V souctu ¢isel, ktera zistanou po vyskrtnuti ¢isel 122 a 123, | chybi* prave
soucet 37 + 38 k tomu, aby tato ¢isla méla aritmeticky prameér 85. Ze zadani vime, ze
aritmeticky primér téchto zbylych cisel je o 1 mensi nez 85, téchto Cisel proto musi byt
pravé 37 + 38, tj. 75. Pocet cisel pred skrtanim byl 75 + 2, tj. 77. Dale pokracujeme jako
v predchozim feSeni.

Navrh hodnoceni. 2 body za primér myslenych ¢isel (85); 3 body za pocet myslenych
¢isel (77); 1 bod za myslend ¢isla (47 az 123).

Z9-11-2
Po sobé jdouci prirozena c¢isla postupné pfic¢itame a odcitame podle nasledujiciho
navodu:
142-3-4+546-7-8+9+10—-11-124...,

tedy stale se opakuji dva séitanci kladni a dva zaporni.
Urcete, jaka bude hodnota takového vyrazu, jehoz posledni ¢len je 2015.
(L. Hozova)
MozZné FesSeni. Soucty dvojic sousedicich ¢&isel s opaénymi znaménky jsou bud —1, nebo
1. Tyto hodnoty se navic pravidelné stfidaji. V uvazovaném vyrazu se tedy vzdy nékolik
sousedicich ¢isel zrusi:

1+2-3-4454+6—-7—-8+9+10—-11-12+13+...
=1+@2-3)]+[(-4+5)+6-7]+[(-8+9)+(10—-11)] +[(—12+13) +...
=[1-1]+1-1]+01-1]+1—-...

=04+0+0+...

Prvni nulu dostavame jako soucet prvni trojice ¢isel, ostatni nuly dostavame jako
soucty po sobé jdoucich ctveric ¢isel. Soucet uvedeného vyrazu by tedy byl roven nule,
pokud by konéil ¢islem 3, 7, 11, 15 atd. Obecnéji soucet takového vyrazu je roven nule
praveé tehdy, kdyz kon¢i ¢islem, které méa po déleni ¢tyfmi zbytek 3. Protoze ¢islo 2015 ma
pravé tuto vlastnost, je hodnota zadaného vyrazu rovna nule.

Navrh hodnoceni. 1 bod za objev, Ze soucty dvojic sousednich ¢isel s opaénymi zna-
ménky jsou stiidavé —1 a 1; 2 body za objev, Ze soucty po sobé jdoucich Cétvefic, resp.
prvni trojice ¢isel jsou rovny 0; 3 body za spravné urceni a zdivodnéni celkového souctu.

Poznamka. Uvodni postiehy je mozné ztrocit réiznymi zptisoby, které mohou vést k po-
drobnéjsi diskusi nad znaménky u ¢isel na konci daného vyrazu. Z uvedeného reseni plyne,
Ze tento vyraz konéi takto:
...+ [(-2012 + 2013) 4 (2014 — 2015)].
Sc¢itance daného vyrazu je mozné seskupovat také napr. takto:

1+2-3—-4+5+6-7—-8+[94+10-11-12]+...=—-4—-4—-4— ...

Takovych ¢tvefic lze utvofit nejvyse 503 (2015 = 503 - 4 4+ 3). Celkovy soucet je podle
tohoto navodu vyjadfen néasledovné:

503 - (—4) +2013+2014 — 2015 = —2012 + 2013+ 2014 — 2015 = 0.



Z9-11-3

Anicka dostala k narozenindm dort ve tvaru obdélniku. Rozkrojila ho pomoci dvou
pfimych fezi. Jeden fez vedla tak, ze obé delsi strany obdélniku protinal v jejich jedné
tfetiné, a druhy fez vedla tak, ze obé kratsi strany obdélniku protinal v jejich jedné péti-
né. Ani jeden fez pfitom nebyl rovnobézny se stranami obdélniku a ke kazdému vrcholu
obdélniku vzdy ptiléhaly bud dva kratsi tiseky rozdélenych stran, nebo dva delsi tseky
rozdélenych stran.

Anicka snédla Sedé oznaceny kus dortu. Urcete, jak velkd ¢ast dortu to byla.
(A. Bohinikovd)

Mozné reSeni. Obdélnik je stiedové soumérny podle stfedu, jenz je prusecikem thlo-
pricek. Podle tohoto stfedu jsou také soumérné kazdé dva body, kterd lezi na protéjsich
stranach obdélniku a jsou ve stejnych pomérech vzhledem k odpovidajicim si vrcholim.
Takovymi dvojicemi bodu jsou také body urcujici oba fezy ze zadani. Tyto fezy a thlo-
pricky obdélniku se tedy protinaji v jednom spolecném bodé. Jedna z téchto thlopiicek
rozd€luje Sedé vyznaceny ctyiihelnik na dva trojuhelniky, viz obrazek.

Jedna strana levého trojihelniku je pravé tretinou delsi strany obdélniku a vyska na
tuto stranu je polovinou krats$i strany obdélniku. Tento trojihelnik tedy zaujima
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obsahu celého obdélniku. Jedna strana pravého trojihelniku je praveé pétinou kratsi strany
obdélniku a vyska na tuto stranu je polovinou delsi strany obdélniku. Tento trojuhelnik
tedy zaujima
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obsahu celého obdélniku. Obsah Sedého ¢tyiftuhelniku je roven

1,1 5+3 2

12 + 20 60 15

obsahu celého obdélniku. Snédené ¢ast tedy tvori 1—25 celého dortu.
Poznamka. Pokud velikost delsi strany obdélniku oznac¢ime a a velikost kratsi strany b,
potom mtizeme piedchozi Gvahy vyjadrit takto:

1 a b 1 b a _ 2ab

232725 2" " 15

Obdélnik ma obsah ab, snédend cast tedy tvori % celého dortu.

Jiné FeSeni. V tvodu opét ukdzeme, Ze se Fezy protinaji ve stfedu obdélniku. Timto
bodem prochazi také osy obdélniku, které jej rozdé€luji na ¢tytfi shodné obdélniky. Jeden
z téchto obdélniki je Tezy rozdélen na tii ¢asti sestavajici z Sedého Ctyruhelniku a dvou
biljch pravotuhlych trojahelniki.

Obsah Sedé ¢asti mizeme vyjadiit tak, ze od obsahu ¢tvrtinového obdélniku odecteme
obsahy obou bilych trojahelnik. Vzhledem k predchozimu znaceni jsou obsahy téchto
trojuhelnikt rovny:

NOCEN PERGUES

Obsah Sedé plochy tedy vychazi:

ab ab 3ab _ (30—5-—9)ab _ 2ab

4 24 40 120 15
Opét dochazime k zavéru, ze snédend ¢ast tvori 12—5 dortu.

Navrh hodnoceni. 1 bod za zdivodnéni, Ze se Fezy protinaji ve stfedu obdélniku (lze
dokézat s vyuzitim stfedové soumérnosti, podobnosti ¢i jingch osobitych tvah); 2 body za
obsahy pomocnych trojahelniki; 2 body za vysledek; 1 bod dle kvality a tplnosti komen-
tare.



Z9-11-4

Jisty obdélnik meél své rozmeéry vyjadiené v decimetrech celymi ¢isly. Poté rozmeéry
tiikrat zménil. Nejprve jeden sviij rozmeér zdvojnasobil a druhy zmeénil tak, aby mél stejny
obsah jako na zacatku. Poté jeden rozmér zvétsil o 1dm a druhy zmensil o 4 dm, pficemz
mél stale tentyz obsah jako na zacatku. Nakonec sviij kratsi rozmér zmensil o 1dm, delsi
ponechal beze zmény.

Urdete pomér délek stran posledniho obdélniku. (E. Nowvotnd)

Mozné FeSeni. Oznacme délky stran obdélniku v decimetrech z a y; obsah obdélniku

tedy byl x - y. Pfedpokladejme, Ze pfi prvni zméné se zvétSovala strana s délkou z. Po

prvni zméné mél obdélnik stejny obsah, musel mit tedy rozméry 2z a ¥. Po druhé zméné

mohl mit bud rozméry a) 2z + 1 a § — 4, anebo b) 22 —4 a ¥ 4 1. V kazdém piipadé mél

obdélnik i po druhé zméné stejny obsah jako puvodné, tedy x -y. Rozeberme obé moznosti:
a) V tomto piipadé plati

z-y=2x+1) <gf4>.

Po tpravé dostavdme 0 = —8z + 4 — 4, tedy 4 — 4 = 8z. Po druhé zméné mél obdélnik
rozméry 2z + 1 a 8x. Protoze x je prirozené Cislo, plati 8z > 2z + 1 a pfi tfeti zméné musel
obdélnik zkratit svou stranu 2z + 1 na 2z. Pomér stran vysledného obdélniku je v tomto
pripadé roven 8z : 2z =4 : 1.

b) V tomto pfipadé plati

z-y=(2x—4) (%Jrl).

Po tpravé dostavame 0 = 2z — 2y — 4, tedy 2x — 4 = 2y. Po druhé zméné mél obdélnik
rozméry 2y a 4 + 1. Protoze y je pfirozené Cislo, plati 2y > 4 + 1 a pii tfeti zméné musel
obdélnik zkratit svou stranu £ + 1 na ¥. Pomér stran vysledného obdélniku je i v tomto
piipadé roven 2y : § =4: 1.

Navrh hodnoceni. Po 3 bodech za rozbor kazdé z moznosti: 1 bod za vyjadfeni vztahu
mezi ¢ a y (napf. % —4 = 8x); 1 bod za vyjadfeni rozmért obdélniku po jejich druhé zméné
(napf. 2z + 1 a 8z); 1 bod za oznadeni kratsi strany a vyjadfeni vysledného poméru.

Pokud fesitel ozna¢i u nékteré moznosti jeden rozmér za kratsi bez jakékoli uvahy,
strhnéte u hodnoceni této moznosti 1 bod.



