63. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

. kolo kategorie Z8

Z8-11-1

Andélka, Baréa, Honzik, Vlada a Matyas se zucastnili soutéze v hodu vlastovkou.
Kazdy hazel jednou a soucet délek jejich hodu byl 41 metrti. Matyas hodil nejméné, coz
bylo 0 90 cm méné nez hodila Andélka, a ta hodila o 60 cm méné nez Vlada. Honzik hodil
nejdal a trefil se vlastovkou do pasky oznacujici celé metry. Pokud by soutézili pouze
Matyas, V1ada a Andélka, pramérnd délka hodu by byla o 20 cm kratsi.

Urcete délky hodt vSech jmenovanych déti. (L. Dedkova)
MozZné fFeSeni. Oznacime si délky hodi v metrech pocateénimi pismeny soutéZicich.
(VSechny nasledujici vysledky jsou také v metrech a tuto jednotku ve vypoctech neu-
vadime.) Soucet délek vSech jejich hodi byl 41 metri,

a+b+h+v+m=41, (1)
a prumeérnd délka jejich hodu byla:

a+b+h+v+m

= 8,2.
5 )

Pokud by soutézili pouze Matyas, V1ada a Andélka, pramérnd délka hodu by byla o 20 cm

kratsi, tzn. pfesné 8 m:
atv+m

= 8.
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Po tpravé dostavame:
a+v+m=24. (2)

Ze zadéani vime, ze Matyas hodil nejméné, coZ bylo o 90 cm méné, nez hodila Andélka,
a ta hodila o 60 cm méné nez Vlada:

a=m+09, v=a+06=m+15. (3)
Dosazenim do rovnice (2) dostavame:

m+0,9+m+1,5+m =24,
m=T7,.2.

Dosazenim do rovnic (3) dopocteme délky hodt Andélky a V1adi:
a=72409=81 v=72+15=_87T.
Podle rovnice (2) nahradime v rovnici (1) soucet a + v + m ¢islem 24, upravime
a ziskame rovnici:

b+h=17.
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Ze zadani dale vime, Zze Honzik hodil nejdal a trefil se vlastovkou do péasky oznacujici
celé metry. Porovnanim se zatim nejdelsim vypo¢tenym hodem zjistujeme, ze Honzik hodil
aspont 9 metri. Kdyby Honzik hodil pravé 9 metri, Barca by hodila 17 — 9 = 8 metru.
Kdyby Honzik hodil 10 metrt (nebo vice), hodila by Baréa 7 metr (nebo méné). To vSak
neni mozné, protoze nejméné ze viech hodil Matyas. Uloha ma tedy jednoznaéné feSent,
a to

a=381 b=8 h=9 v=87 m=7.2.

Hodnoceni. 2 body za zjisténi, Ze a+v+m = 24; 2 body za vypocteni délek hodt Andélky,
VI1adi a Matyése; 2 body za vypocteni délek hodi Baré¢i a Honzy véetné zdtivodnéni, ze
jde o jediné feSeni.
Z8-11-2

Je dén ¢tyttuhelnik ABC D, viz obrazek. Bod T} je téZistém trojuhelniku BC' D, bod T5
je t&zistém trojihelniku ABD a body T a Tb leZi na tise¢ce AC. Délka tsecky TiT5 je

3cm a bod D mé od tsecky AC vzdalenost 3 cm.
Urcete obsah ¢tyfthelniku ABCD. (E. Patdkovd)
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MozZné feseni. Oznac¢me FE prusec¢ik thlopticek ¢tyfuhelniku ABCD. Body T; a Ts jsou
t&zisti trojuhelnikia BCD a ABD, tse¢ky CE a AE jsou tedy téZnicemi v téchto trojihel-
nicich, a proto je bod E stfedem tusecky BD. Protoze |DE| = |E B, jsou si rovny obsahy
trojuhelnikit DEC a EBC a také obsahy trojahelniki DEA a EBA. Odtud plyne, ze
trojuhelniky AC'D a AC B maji stejny obsah. Ze zadani zname velikost vysky trojuhelniku
ACD z vrcholu D, k vyjadieni jeho obsahu potfebujeme uréit délku tsecky AC.

|CE|=3.|T\E|, |AE|=3-|T:E|.
Velikost usecky AC je
|AC| = |AE| + |EC| =3 (|TRE| + |[ET1]) = 3 - |ToT1| = 3 -3 = 9 (cm).
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Velikost vysky trojihelniku AC'D z vrcholu D je 3 cm, obsah trojihelniku je tedy roven

9-3 27
SACD = T = 7 (Cm2).
Obsah ¢tyfahelniku ABCD je roven

SABCD = 2 . SACD = 27 (cm2).

Hodnoceni. 3 body za urceni délky tisecky AC; 2 body za zdtvodnéni rovnosti obsahti
trojuhelniki ACD a ACB; 1 bod za urceni hledaného obsahu.

Z8-11-3

Ve mésté rekordi a kuriozit postavili pyramidu z kostek. V horni vrstvé je jedna kostka
a pocty kostek v jednotlivych vrstvach se smérem dola zvétsuji vzdy o dvé (nékolik hornich
vrstev stavby je zndzornéno na obrazku).

Prvni, tedy nejspodnéjsi vrstva ma cernou barvu, druhé sedou, t¥eti bilou, ¢tvrtd opét
¢ernou, pata sedou, Sesta bilou a takto se barvy pravidelné stfidaji az k horni vrstvé.

Urcete, kolik ma pyramida vrstev, pokud vite, ze ¢ernych kostek je pouzito o 55 vice
nez bilych. (L. Simiinek)

MozZné FeSeni. V prvnich tfech vrstvach odpocitanych odspoda je pocet ¢ernych kostek
0 4 vétsi nez pocet bilych. Tvrzeni plati i pro kazdou dalsi trojici vrstev s ¢ernymi kostkami
vespod. V zadani neni uvedeno,
a) zda lze stavbu rozdélit beze zbytku na takové trojice,
b) zda je nad horni trojici jesté jedna vrstva, a sice ¢ernd,
¢) zda jsou nad horni trojici jesté dvé vrstvy, Cerna a Seda.
V ptipadé a) by rozdil mezi pocty ernych a bilych kostek musel byt ndsobkem étyt,
v piipadé b) by tento rozdil musel byt ndsobkem Ety¥ zvétSenym o jedna a v piipadé ¢) by
musel byt ndsobkem Ctyt zvétSenym o tii.
Pokud zadany rozdil 55 vydélime 4, dostaneme 13 a zbytek 3. Odtud vidime, Ze z uve-
denych moznosti plati ¢). Pyramida mé celkem 13 - 3 + 2 = 41 vrstev.
Jiné FeSeni. Reseni rozdélime na tii ¢asti. V &asti a) budeme piedpokladat, Ze vrchni
vrstva je bild, v ¢asti b), Ze vrchni vrstva je Gernd, a v ¢asti c¢), ze vrchni vrstva je Seda.
V kazdé casti feSeni budeme do tabulky postupné pridavat zvétSujici se vrstvy. Zadani
uvadi, ze nejvétsi vrstva je Cerna, proto u kazdé cerné vrstvy zaznamename rozdil mezi
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pocty cernych a bilych kostek v dosud zapsanych vrstvach. Tabulku prestaneme vypisovat,
jakmile bude tento rozdil roven 55 nebo bude vétsi.
a) Horn{ kostka bila:

vrstva shora 1123|145 6]...... 37(38(39(40|41 |42
kostek ve vrstvé | 1| 3| 5| 7| 9[11]...... 737577798183
barva, b|s|¢|b|s|¢|...... b|s|¢|b|s§|¢
rozdil 4 8|...... 52 56
b) Horni kostka Gerna:
vrstva shora 1123456 7|...... 38139(40(41|42 |43
kostek ve vrstve | 1| 3| 5| 7| 911 [13|...... 7577|179 (81|83(85
barva ¢lb|s|¢|[b|s|c]|...... b|s|¢&|b|s§|¢
rozdil 1 5 9...... 53 57
c¢) Horni kostka Seda:
vrstva shora 1123|456 7| 8]...[136|37[38]|39|40|41
kostek ve vrstvé | 1| 3| 5| 7| 91113 |15|... |71|73|75|77|79 |81
barva S|¢|b|s|¢|b|s|¢Ef...|b|8|E[b]|s]|¢
rozdil 3 7 11]... 51 55

K rozdilu 55 jsme dosli pouze v tabulce c), podle které mé stavba 41 vrstev.

Hodnoceni. 2+ 2 body za vyloueni moZnosti a) a b); 2 body za spravny pocet vrstev.



