61. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

l1. kolo kategorie Z9

Z9-111-1

Zjistéte, kolika zptsoby lze do jednotlivych poli¢ek trojihelniku na obrazku vepsat
¢isla 1, 2,3,4,5,6,7, 8 a9 tak, aby soucet v kazdém ¢tyipolickovém trojuhelniku byl 23
a aby na nékterém policku ve sméru kazdé sipky bylo vepsdno dané &islo.  (E. Novotnd)

6

Y

-2

-7

Mozné FeSeni. Soulet vSech vepsanych Cisel je 1 +2+3+4+54+6+7+8+9 = 45.
V obréazku jsou pravé tfi ¢tyfpolickové trojihelniky a soucet ¢tvefic ¢isel vepsanych do
téchto trojuhelnikt je dohromady 3 - 23 = 69. V tomto souctu jsou vsak ¢isla na Sedych
poli¢kdch zapoéitdna dvakrat (kazdé patii do dvou ¢tyipolickovych trojihelniki), ostatni
C¢isla jedenkrat. Soucet cisel na tfech sedych polickach proto musi byt 69 — 45 = 24.
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Protoze nejvétsi mozny soucet tii vepsanych cisel je pravé 9 + 8 + 7 = 24, v Sedych
polic¢kach museji byt ¢isla 7,8 a 9. Ze zadani vime, ze 7 ma byt ve spodnim fadku, v krajnich
polickach druhého fadku potom musi byt 8 a 9.
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Pro cislo 2 tak zistava jediné volné misto, viz obrazek. V hornim ctyrpolickovém
trojuhelniku nyni chybi jediné ¢islo, které tudiz umime doplnit: 23 —8 —9 — 2 = 4.
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Cislo 6 musi byt na nékterém Sedém policku v pfedchozim obrazku, patii tedy do le-
vého ctyrpolickového trojuhelniku. Kdyby tento trojuhelnik obsahoval ¢islo 8, tak posledni
volné polic¢ko by obsahovalo ¢islo 23 — 8 — 7 — 6 = 2, coZ neni mozné (2 je jiz umisténa ve
druhém Fadku). Levy ¢tyipolickovy trojuhelnik proto méa ve svém hornim policku ¢islo 9
a v poslednim neobsazeném policku je 23 —9 — 7 — 6 = 1. V Sedych polickach jsou proto
¢isla 1 a 6, jez muzeme umistit dvéma zptisoby.

Na zatim neobsazenych mistech v pravém c¢tyfpolickovém trojuhelniku mohou byt
jeding ¢isla 3 a 5; soucet v tomto trojuhelniku vychazi skuteéné 8 +7 + 3 + 5 = 23. Cisla
3 a 5 mizeme doplnit opét dvojim zptisobem. Uloha mé tedy celkem 2 - 2 = 4 TeSeni:

4 4 4 4
9\2/8 9\2/8 9\2/8 9\2/8
6\/7\3/5 6\1/7\°/3 1N\¢/7\%/3 1N\/7\3/5

Hodnoceni. 3 body za vysvétleni, kde se nachézeji ¢isla 7, 8 a 9; 1 bod za doplnéni éisel
2 a 4; 1 bod za doplnéni ¢isel 6 a 1; 1 bod za spravny pocet reSeni.

Pokud fesitel najde ndhodné (bez bodovatelného vysvétleni) jedno spréavné feseni,
udélte 1 bod; za dvé Feseni 2 body; za t¥i a ¢tyfi FeSeni 3 body.

Z9-111-2

Maruska napsala na kazdou z deseti karti¢ek pravé jedno z deseti po sobé jdoucich
pfirozenych ¢isel. Jednu karticku vSak ztratila. Soudet ¢isel na zbyvajicich deviti kartickdch
byl 2012. Jaké ¢islo bylo napsano na ztracené karticce? (L. Hozova)

MozZné FeSeni. Nejmensi z deseti napsanych ¢&isel oznac¢ime p. Cisla na kartickach pak
byla:

p,p+1,p+2,p+3, ..., p+9.
Soucet €isel na vSech deseti kartickach byl 10p + 45.

Nejprve predpokladejme, ze se ztratila karticka s ¢islem p. Pak by platila nasledujici
rovnice:

(10p +45) — p = 2012,
9p = 1967.

Z ptredchoziho radku je zfejmé, ze p by v tomto piipadé nebylo prirozené ¢islo. Pfedpoklad,
ze se ztratila karticka s ¢islem p, proto zavrhujeme.
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Nyni predpokladejme, Ze se ztratila karticka s ¢islem p+ 1. Obdobné zavrhneme i tuto

moznost:
(10p+45) — (p+1) = 2012,

9p = 1968.
Stejné odmitneme i predpoklad, ze se ztratila karticka s ¢islem p + 2:
(10p+45) — (p+2) = 2012,
9p = 1969.
Ztratit se nemohla ani karticka s ¢islem p + 3:
(10p +45) — (p + 3) = 2012,
9p =1970.
A7 za predpokladu, Ze se ztratila karticka s ¢islem p + 4, dojdeme k celo¢iselné hodnoté p:
(10p + 45) — (p+4) = 2012,
9p =1971,
p =219.
Zbyva nam diskutovat dalsich pét moznosti, tedy ztraty karticek s Cisly p + 5 az
p + 9. V pfedchozich diskusich dochazime vzdy k rovnici, na jejiz levé strané je pouze
¢islo 9p. Cisla na pravé strané téchto rovnic se postupné zvétsuji o 1. Pravé jsme dostali na
pravé strané ¢islo délitelné deviti, a proto se v nasledujicich péti diskusich éislo délitelné
deviti vyskytovat nemtize. Uloha m4 tak jediné feSeni, a to Ze se ztratila karticka s &islem
p+4=219+4 =223
Jiné FeSeni. Nejmensi z deseti napsanych ¢isel oznac¢ime p. Cisla na kartickach pak byla:
pp+lLp+2,p+3, ..., p+9
Cislo na ztracené karti¢ce oznac¢ime p + ¢, kde ¢ predstavuje jednomistné pfirozené ¢islo
nebo nulu. Soucet ¢isel na vSech deseti kartickdch byl 10p + 45. Soucet ¢éisel na deviti
kartickdch zbylych po ztraté byl 10p + 45 — (p + ¢), po tpravé 9p + 45 — ¢. Dochézime tak
k rovnici, kterou upravime nasledujicim zptisobem:
9p + 45 — ¢ = 2012,
9p = 1967 + c.
Soucet na pravé strané této rovnice musi byt délitelny deviti. P¥i déleni 1967 : 9 dostaneme
vysledek 218 a zbytek 5. Plati tedy 1967 = 9 - 218 + 5. Z tohoto rozkladu je zfejmé, ze

soucet 1967 + ¢ je délitelny deviti, jediné pokud ¢ = 4. Neznama p je pak rovna 219 a ¢islo
na ztracené kartic¢ce bylo p + ¢ = 219 + 4 = 223.

Hodnoceni. 1 bod za vyjadieni souctu éisel na deseti karti¢kach, tj. napt. 10p+45; 2 body
za vysledek; 3 body za popis postupu.

Pokud soutézici postupuje jako my v prvné uvedeném feseni a po nalezeni celoc¢iselného
p prestane bez jakéhokoli zdivodnéni provétovat dalsi moznosti, strhnéte 1 bod.

Poznamka. Soutézici mohou tlohu Fesit i ,odhadem* za pomoci aritmetického priuméru
¢isel na deviti zbyvajicich kartickach: 2012 : 9 = 223, zbytek 5. Zkusmo vypisi napt. devét
po sobé jdoucich pfirozenych cisel takovych, aby 223 bylo uprostied: 219+4-220+...4227 =
= 2007. Nasledné uvazuji, zda lze néktery séitanec ,zvétsit“ o 5... Pokud v takovéto praci
neni zdivodnéno, Ze tiloha ma skutecné jediné feseni, udélte za ni maximalné 5 boda.

Z9-111-3

Mame obdélnik ABC D, viz obrazek. Délky stran AB a BC jsou v poméru 7 : 5. Uvnitf
obdélniku ABCD lezi body X a Y tak, Ze trojuhelniky ABX a CDY jsou pravothlé
rovnoramenné s pravymi thly ve vrcholech X a Y. Plocha spole¢na obéma trojahelnikim

je vybarvena $edé a tvoii ¢tverec o obsahu 72 cm?. Uréete délky stran AB a BC.
(L. Simiinek)
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MozZné teSeni. Vypocitdme délku u uhlopficky Sedého ctverce, pficemz vyjdeme ze
vztahu pro vypocet obsahu ¢tverce S = %uzz

u=v25 =272 = 144 = 12 (cm).

Jeden nepojmenovany vrchol Sedého ¢tverce oznacime U, viz obrazek.

D C
X s
Q
Y s
A s p u s B

Z bodu U spustime kolmici ke strané AB a poté ke strané DA. Jejich paty oznacime
P a Q. Uvédomime si, ze thel X AB je vnitinim thlem pravoihlého rovnoramenného
trojuhelniku ABX a ma tedy velikost 45°. Odtud plyne, ze pravothelnik APUQ je ¢tverec.
Na obrazku ukazujeme t¥i dalsi analogicky sestrojené ¢tverce. Délku strany téchto ¢tvercu
oznadime s. Z obrazku je ziejmé, ze |AB| = 25412 (cm) a | BC| = 2s. Tyto vyrazy dosadime
do poméru uvedeného v zadéni. Upravami vzniklé rovnice ziskame 2s:

|AB| 7
[BC| 5
2s+12 7
2s 5
10s 4 60 = 14s,
2s = 30 (cm).
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Délka strany AB je 30 + 12 = 42 (cm) a délka strany BC je 30 cm.

Jiné FeSeni. V zadaném obrazci posuneme trojuhelnik C DY tak, aby se bod Y zobrazil
do bodu X, viz obrazek. Posuneme jej tedy o délku tisecky XY a stejné jako u predchoziho
feSeni uréime, Ze tato délka je 12 cm.

D/ C/
D c
xX=Y’
Y
A B

Vzhledem k tomu, Ze trojuhelniky ABX a C’'D'Y’ jsou pravouhlé rovnoramenné,
vznikly pravotthelnik ABC’ D' musi byt ¢tverec. Usecka AB piedstavuje podle zadani 7 dila
a tsecka BC' 5 dili. Usedka BC' je o 12 cm delsi nez BC' a predstavuje rovnéz 7 dili. 2 dily
jsou tedy 12cm, 1 dil pak je 6 cm. Délka strany AB je 7-6 = 42 (cm) a délka strany BC
je5-6 =30 (cm).

Poznamka. Délka tihlopficky Sedého ¢tverce miize byt uréena také nasledovng. Prisecik
uhlopricek zobrazime v osové soumérnosti podle jednotlivych stran ¢tverce, viz obrazek.
Ziskané ¢tyri body tvofi vrcholy ¢tverce, ktery ma dvojnasobny obsah nez ¢tverec Sedy,
tj. 2+ 72 = 144 (cm?). Délka strany vzniklého &tverce, a tedy i délka tisecky XY, je rovna

V144 = 12 (cm).
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Y

Hodnoceni. 1 bod za vypocet thlopficky Sedého Gtverce; 3 body za poznatek a zdtvod-
néni, Ze rozdil délek stran AB a BC' je roven délce této uhlopticky; 2 body za vypocet
stran AB a BC.

Z9-111-4

Vojta chtél na kalkulacce secist nékolik trojmistnych pfirozenych ¢isel. Na prvni po-
kus dostal vysledek 2224. Pro kontrolu secetl tato ¢isla znovu a vyslo mu 2198. Pocital
tedy jesté jednou a tentokrat dostal soucet 2204. Ono totiz posledni trojmistné ¢islo bylo
prokleté — Vojta pfi kazdém pokusu nestiskl néjakou z jeho ¢islic dostateénou silou a do
kalkulacky tak zadal misto trojmistného ¢isla vzdy jen dvojmistné. K zaddnym dalsim chy-
bam pfi séitani nedoslo. Jaky je spravny soucet Vojtovych ¢isel? (L. Simiinek)
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Mozné fesSeni. Prokleté ¢islo nazveme ABC. Vojta vSak misto néj pricital dvojmistna
¢isla AB, AC, BC, obecné je budeme znacit jako ??7. Déle oznacime jako ##x soucet ¢isel,
kterda Vojta dokazal scitat bez preklepu. Plati schematicky vyjadfena sc¢itani:

x ok ok ok x ok ok ok * ok ok ok
77 77 77
2224 2198 22014

Prvni a tfeti uvedeny soucet ma stejnou ¢islici na misté jednotek, v téchto pripadech tedy
na misto oznacené ?? pat¥i ¢isla AC a BC. Zbylé ¢islo AB tak nalezi k souctu 2 198. Soudet
2224 je 0 26 vétsi nez 2 198, a proto nemohl vzniknout seétenim &isla ##x# a ¢isla AC, které
se od &isla AB lisf jen &islici na misté jednotek. Cisla AB, AC, BC tak mame jednoznaéné
prifazena k souc¢tim:

Kk kK K ok ok % K ok ok ok
BC AB AC
2224 2198 2204

Podle prvniho a tfetiho souctu plati: B = A + 2. Podle druhého a tfetiho souctu plati:
C = B + 6, po dosazeni predchoziho vztahu dostaneme: C' = A +2 + 6 = A + 8. Pismeno
A je dle zadéni nenulové jednomistné ¢islo, a aby i C' vychézelo jako jednomistné, miuze
byt A jediné 1. Pak B =3 a C' = 9. Prokleté ¢islo bylo tedy 139. Soucet sxx% vypocteme
napiiklad takto: 2224 — 39 = 2185. Spravné mél Vojtovi vyjit soucet 2185 + 139 = 2 324.

Poznamka. K vyfeSeni tlohy neni nutné stanovovat éislice B a C. K zavéru mizeme dojit
bez znalosti téchto ¢islic, tedy bez znalosti prokletého ¢isla, a sice takto: 2224 + A00 =
=22244100 = 2324.

Hodnoceni. 2 body za pfifazeni pozic vynechanych éislic k jednotlivym sou¢ttim; 3 body
za vypocet vynechanych &slic (v uréitém typu postupu muZe postacit jen ¢islice A, viz
poznamku); 1 bod za spravny vysledny soudet.



