61. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

. kolo kategorie Z8

Z8-11-1

Divadelni soubor uvedl béhem sezony podle planu tficet ,Veceru s improvizacemi®.
Fany, obdivovatelka hlavniho protagonisty, si na za¢atku sezony spocitala, kolik by celkem
utratila za vstupné, kdyby chodila na kazdé predstaveni. Po nékolika uvedenich vsak bylo
vstupné necekané zdrazeno o 60 K¢. Pozdéji ziskal soubor vyznamného sponzora a tuto
novou cenu vstupného snizil o 85 K¢. Na konci sezony mohla Fany Fici, Ze nevynechala ani
jedno uvedeni pofadu a za vstupné celkem utratila presné tolik, kolik vypocitala na zacatku
sezony. Kolikrat Fany navitivila predstaveni za vstupné v ptivodni vy&i? (L. Simiinek)

MozZné FeSeni. Pocet poradil, kdy bylo vstupné zdrazené o 60 K¢, oznac¢ime a. Fany za
né oproti svému predpokladu utratila o 60a K¢ vice. Po zlevnéni bylo vstupné nizsi nez na
pocatku sezony, a to o 85 — 60 = 25 K¢. Pocet poradt s timto vstupnym oznac¢ime b. Fany
za né zaplatila o 25b K¢ méné, nez pivodné planovala. Celkova vydané ¢astka odpovida
presné planu, proto musi platit:

60a = 25b.

Neznamé a, b jsou prirozena ¢isla. Rovnici upravime do tvaru, z néhoz bude zfejmy pomér

téchto cisel:
a 25 5

b 60 12
Neznama a tedy musi byt nasobkem péti a neznamé b musi byt odpovidajicim nasobkem
dvanécti, viz tabulku:

a 5 10 15
b 12 24 36

Protoze podle zadani nesmi soucet a + b pfesdhnout 30, pfipoustime pouze prvni moznost.
Potradt s obménénou cenou vstupného bylo celkem 5 + 12 = 17. Pofadt se vstupnym
v puvodni vysi tak bylo 30 — 17 = 13.

Hodnoceni. 4 body za poznatek, Ze poéty pofadi a a b jsou v poméru 5 : 12 (z toho
2 body udélte podle tplnosti komentaie); 1 bod za diskusi, Ze feSeni je jediné; 1 bod za
spravnou a jasné formulovanou odpovéd.

Poznamka. Lze zvolit i delsi postup, kdy do rovnice 60a — 250 = 0 dosazujeme za a
postupné prirozend Cisla a vzdy zkoumame, zda b vychazi také jako prirozené ¢islo. I za
takovou praci 1ze udélit plny pocet bodi, pokud ukazuje, ze Gloha ma jediné reseni.

Z8-11-2
Najdéte nejmensi prirozené ¢islo takové, aby jeho polovina byla délitelnd tfemi, jeho

tfetina délitelnd ¢tyimi, jeho ¢tvrtina délitelnd jedenécti a jeho polovina davala po déleni
sedmi zbytek pét. (E. Patdkova)

MozZné FeSeni. Je-li polovina ¢isla délitelnd tfemi, pak ¢islo musi byt délitelné &isly 2
a 3 zaroven.. Z obdobnych divodit musi byt délitelné i Cisly 3 a 4 a také ¢isly 4 a 11.

1

Nejmensi spole¢ny nasobek vsech téchto cisel je soucin 3 -4 - 11 = 132; hledané ¢islo musi
byt nasobkem ¢isla 132. Polovina hledaného cisla je tudiz nasobkem ¢isla 66, zbyva uz jen
ohlidat zbytek po déleni sedmi:

polovina hledaného ¢isla zbytek po déleni sedmi
66 3
132
198 2
264 5

Nejmensi nasobek ¢isla 66, jenz po déleni sedmi dava zbytek 5, je 264. Hledané ¢islo tedy
je 2-264 = 528.

Hodnoceni. 1 bod za rozkli¢ovani zad4ni (nap¥. Ze prvni informace znamena délitelnost
Cisly 2 a 3); 3 body za nalezeni nejmensiho spoleéného nésobku 132 a interpretaci, Ze
hledané ¢islo je nasobkem tohoto ¢isla, nebo jeho obdobu (pojem ,nésobek nemusi byt
vyslovné uveden); 2 body za nalezeni éisla 528 (z postupu musi byt zfejmé vyloueni vech
mensich ¢isel).

Z8-11-3
Je dan trojuhelnik ABC'. Na strané AB lezi bod X a na strané BC' lezi bod Y tak, ze
CX je téznice, AY je vyska a XY je stfedni pficka trojuhelniku ABC. Vypoditejte obsah
$edého trojtihelniku na obrazku, je-li obsah trojihelniku ABC roven 24 cm?.
(M. Dillingerovd)

C

A X B

MozZné feSeni. Protoze XY je stfedni pficka trojuhelniku ABC, musi byt Y stied strany
BC, a tedy tsecka AY neni jen vyska, ale rovnéZ i téZnice. Prisecik téznic CX a AY je

Kazda téznice rozdéli trojuhelnik na dva trojthelniky se stejnym obsahem (takto
vzniklé trojahelniky maji spole¢nou vysku na stejné dlouhé strany): AY je t&znice troj-
thelniku ABC| proto

1 24
Sapy = Sacy = §SABC =5 = 12 (cm?),

a podobné XY je téznice trojuhelniku ABY', proto
1 12
Saxy = Spxy = QSABY =5 = 6 (cm?).

2



Trojuhelnik AXY', jehoZ obsah znédme, sestava z trojihelniki AXT a Y XT. Tyto dva
trojahelniky maji spole¢nou vysku z bodu X, jejich obsahy jsou tudiz ve stejném pomeéru,
2 :1). Obsah trojuhelniku Y XT je tedy t¥etinovy vzhledem k obsahu trojthelniku AXY,
proto je

1 6 9
Syxr = 38axy = 3= 2 (cm?).

Hodnoceni. 2 body za poznatek (véetné zdivodnéni), ze AY je téZnice v trojuhelniku
ABCj; po 1 bodu za obsahy trojihelniki ABY a AXY; 2 body za vysledny obsah troj-
thelniku Y XT (véetné jeho odvozeni nebo zdiéivodnéni).



