61. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z5

Z5-1-1

Tti kamaradi Pankrac, Servac a Bonifac §li o prazdninach na no¢ni prochazku ptirod-
nim labyrintem. U vstupu dostal kazdy svicku a vydali se riznymi sméry. Vsichni labyrin-
tem uspésné prosli, ale kazdy Sel jinou cestou. V nésledujici ¢tvercové siti jsou vyznaceny
jejich cesty. Vime, ze Pankrac nikdy nesel na jih a Ze Servac nikdy nesel na zapad. Kolik

metrt usel v labyrintu Bonifac, kdyz Pankrac usel presné 500 m? (M. Petrovad)
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Napad. Kterou cestou Bonifac ur¢ité nesel?

Mozné teSeni. Nejdiive uréime, kterymi cestami $li jednotlivi kamaradi. K tomu potte-
bujeme védét, na které svétové strany vedou jednotlivé cesty. Cesta podle plné ¢ary vede
pouze na sever a na vychod. Carkovana cesta vede na sever, vychod a zédpad. Teckovana
cesta miri postupné na vSechny svétové strany. Jedina cesta, kterd nevede nikdy zapadnim
smérem, je ta vyznacend plnou ¢arou — patii tedy Servacovi. Tudy Bonifac jisté nesel.
Ze zbylych dvou cest na jih nemiti ta ¢arkovand — po ni tedy Sel Pankrac. Takze Bonifac
musel jit po teckované care.

Pankrac usel 500 m. Nyni spo¢itame, po kolika tseckach (tj. strandch ¢étverecku ¢tver-
cové sité) Sel:

7(vychod) + 2(sever) + 4(zapad) + 1(sever) + 6(zapad) + 2(sever) +
+4(vychod) + 1(sever) + 4(vychod) + 1(sever) + 7(vychod) + 1(sever) = 40.
Ted jesté ur¢ime, po kolika tiseckach Sel Bonifac:

1(zapad) + 1(sever) + 3(zadpad) + 3(sever) + 3(vychod) + 2(sever) +
+1(vychod) + 4(sever) + 3(vychod) + 3(jih) + 1(vychod) + 6(jih) +
+2(vychod) + 8(sever) + 2(vychod) + 1(sever) + 4(vychod) + 2(jih) = 50.
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Jestlize 40 tsecek méfi 500 m, pak 10 tsecek méfi 500 : 4 = 125 (m). Takze 50 tsecek méri
500 + 125 = 625 (m). Bonifac usel v labyrintu 625 metri.

Z5-1-2

Do kazdého nevyplnéného ctverecku doplnte ¢islo 1, 2, nebo 3 tak, aby v kazdém
sloupci a fadku bylo kazdé z téchto cisel pravé jednou a aby byly splnény dodatecné
pozadavky v kazdé vyznacené oblasti.

Podil 3
Rozdil 1

A

21 [ [ oo

(Pozadujeme-li ve vyznacené oblasti ur¢ity podil, mame na mysli podil, ktery ziskame
vydélenim vétsiho ¢isla mensim. Podobné pracujeme i s rozdilem.) (S. Bedndrovd)

Napad. Zac¢néte soucinem.

Mozné FeSeni. Zacneme soucinem: Z ¢isel 1, 2 a 3 potfebujeme vybrat dvé takova, aby
jejich soucin byl 6. V tivahu pfipada jedind moznost — 2 a 3. Protoze ve tfetim radku jiz
dvojka je, mizeme do prislusného policka tohoto fadku dopsat pouze trojku.
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Nyni je zfejmé, ze v prvnim policku tietiho sloupce a ve druhém policku tretiho radku
mohou byt jen jednicky.




Nyni napi. soucet: Soucet dvou cisel ma byt 4, jeden ze sc¢itanci je 1, takze druhy
musi byt 3.

21113

Nyni rozdil: Rozdil dvou ¢isel ma byt 1, jednim z téchto cisel je 1, takze druhé musi
byt 2.

2(1(3

Zbyva doplnit posledni ¢isla: V prvnim fadku chybi ¢islo 3, ve druhém fadku chybi
¢islo 1. Jesté ovérime, ze podil pravé doplnénych cisel je opravdu 3 a ze v kazdém sloupci
a radku je kazdé z cisel 1, 2 a 3 prave jednou.
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11312
21113

Poznamka. Samoziejmé lze postupovat mnoha riznymi zpusoby, v kazdém piipadé si
vSak rychle vSimnete, Ze v zadani je podstatné vic informaci, nez je potfeba k jednoznac-
nému doreSeni tlohy. Pokud se napt. pfednostné soustiedite na pozadavek, aby v kazdém
sloupci a fadku bylo kazdé z c¢isel 1, 2, 3 pravé jednou, pak staci uz jen jedna ze Ctyr
dale zminénych informaci — poznate ktera? Soucasné nékteré dodatecné informace jsou
splnény vzdy — poznéate které?



7Z5-1-3

Jolana pripravuje pro své kamaradky obcerstveni — chlebicky. Namaze je brambo-
rovym saldtem a navrch chce dat jesté dalsi prisady: sunku, tvrdy syr, platek vajicka
a prouzek nakladané papricky. Jenze nechce, aby nékteré dva jeji chlebicky obsahovaly
uplné stejnou kombinaci prisad. Jaky nejveétsi pocet navzajem rtznych chlebicktt miize
vytvorit, jestlize zadny z nich nemé mit vSechny ¢tyti prisady a zaddny z nich neni pouze

se saldtem (tj. bez dalsich piisad)?

Napad. Vymyslete vhodny systém, podle kterého budete jednotlivé moznosti vypisovat.

MozZné reseni. Pro prehlednost sestavime tabulku. Hvézdicka znamena, ze dany chlebi-
¢ek obsahuje prislusnou prisadu, prazdné policko pak znamend, ze chlebic¢ek tuto prisadu

neobsahuje.

sunka SyT vajicko papricka
1 prisada * 1
* 2
* 3
* 4
2 prisady * * 5
* * 6
* * 7
* * 8
* * 9
* * 10
3 prisady * * * 11
* * * 12
* * * 13
* * * 14

Protoze jsme tabulku tvorili systematicky a vycerpali jsme vSechny moznosti, vidime, ze

Jolana miize pripravit az 14 chlebickd tak, aby byly splnény jeji pozadavky.

(M. Petrovad)




Z5-1-4
Na obrazku je stavba slepena ze stejnych kosticek. Jedna se o krychli s nékolika dirami,

kterymi je vidét skrz a které maji vSude stejny prirez. Z kolika kosticek je stavba slepena?
(M. Krejcova)

Napad. Zkuste pocitat po vrstvach.

Mozné feSeni. Stavbu rozdélime ¢tyfmi vodorovnymi fezy na pét vrstev. Prostfedni
vrstva je na obrazku vlevo, sklada se z 16 kosticek. Ostatni ¢tyfi vrstvy vypadaji vSechny
tak, jak ukazuje obrazek vpravo, a kazda z nich se skladéa z 24 kosticek. Na celou stavbu
bylo pouzito 16 + 4 - 24 = 112 kosticek.

. JJ -

Jiny napad. Kolik kosti¢ek chybi v tunelech?

Jiné reSeni. Predstavme si, Ze stavba byla zhotovena bez ,tuneli“ a ty byly prorazeny
az dodatecné. Ptvodné se tedy skladala z 5 -5 -5 = 125 kosticek. Prorazenim prvniho
tunelu stavba ztratila 5 kosticek, prorazenim dalsich dvou tuneli ztratila po 4 kostickéch.
Konec¢ny pocet kosticek tedy je 125 —5 —4 — 4 = 112.

Z5-1-5
V pohéadce o sedmero krkavcich bylo sedm bratrii, z nichz kazdy se narodil pfesné
rok a ptl po predchozim. Kdyz byl nejstarsi z bratrti pravé ctyrikrat starsi nez nejmladsi,

matka vSechny zaklela. Kolik let bylo sedmero bratrim krkavctim, kdyz je jejich matka
zaklela? (M. Volfova)

Napad. Jaky byl vékovy rozdil nejmladsiho a nejstarsiho bratra?

Mozné feseni. Nejstarsiho bratra délilo od nejmladsiho 9 let (6-1,5 = 9). Nejstarsi bratr
byl ¢tyrikrat starsi nez nejmladsi, takze téchto 9 let muselo odpovidat trojnasobku véku
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nejmladsiho bratra. V dobé zakleti tedy byly nejmladsimu 3 roky (9 : 3 = 3). Dalsim
bratriim bylo postupné 4 a pil, 6, 7 a ptl, 9, 10 a pil, 12 let.

Z5-1-6

Janka a Hanka si rady hraji s modely zvitatek. Hanka pro své kravicky sestavila
z uzéveéri od PET lahvi obdélnikovou ohradku jako na obrazku. Janka ze vSech svych
uzavéri slozila pro ovecky ohradku tvaru rovnostranného trojuhelniku. Poté ji rozebrala
a postavila pro né ohradu ¢tvercovou, rovnéz ze vSech svych uzavéri. Kolik mohla mit
Janka uzavéra? Najdéte aspon 2 feSeni. (M. Volfovad)

Napad. Mohla by Janka mit napt. 6 nebo 8 uzavéru?

Mozné feseni. To, ze Janka slozila ohradku tvaru rovnostranného trojuhelniku, znamena,
ze pocet jejich uzavéri musel byt nasobkem c¢isla 3. Podobné, ¢tvercovou ohradku mohla
postavit pouze, kdyz pocet uzavéru byl nasobkem c¢isla 4. Pocet uzavéria tedy musel byt
soucasné nasobkem ¢isla 3 i 4, tj. napt. 12, 24, 36, ... (libovolny nasobek 12).



61. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z6

Z6-1-1

Na obrazku jsou tii stejné velké kruhy. Spolecné c¢asti sousednich kruht jsme Sedé
vybarvili. Bilé ¢asti maji v obrazku zapsany své obsahy, a to v centimetrech ¢tverecnich.
Vypocitejte obsahy obou Sedych c¢asti. (L. Simiinek)

Napad. Obsah celého kruhu se hodi, ale nesnazte se jej urc¢ovat hned na zacatku.

Mozné FeSeni. Spolecnou ¢ast prvnich dvou kruht nazveme A, spole¢nou ¢ast druhého
a tfetiho kruhu nazveme B. Z druhého kruhu ztistane po odtrzeni ¢asti A zbytek, ktery musi
mit stejny obsah jako ¢ast, ktera zbude po odtrzeni ¢asti A z kruhu prvniho. V zadéani se
uvadi, ze tato zbyla ¢ast ma obsah 110, a diky tomu spocitame obsah ¢asti B: 110—68 = 42.

Nyni zndme obsah tretiho kruhu: 42 4 87 = 129.

Stejny obsah maji i ostatni kruhy, s pomoci prvniho ur¢ime obsah ¢asti A: 129 —110 =
=19.

Sedé plochy maji obsahy popofadé zleva 19 cm? a 42 cm?.



7Z6-1-2

Do hrackarstvi privezli nova plysova zviratka: vazky, psStrosy a kraby. Kazda vazka
ma 6 nohou a 4 kridla, kazdy pstros ma 2 nohy a 2 kfidla a kazdy krab ma 8 nohou
a 2 klepeta. Dohromady maji tyto ptrivezené hracky 118 nohou, 22 kridel a 22 klepet. Kolik
maji dohromady hlav? (M. Petrovad)

Napad. Vyuzijte toho, Ze ze zminénych zviratek maji klepeta pouze krabi.

Mozné feseni. Pro prehlednost si idaje o jednotlivych hrackach zaznamename do tabul-

ky:
nohy kiidla klepeta hlavy
vazka 6 4 0 1
pstros 2 2 0 1
krab 8 0 2 1

Je ztejmé, ze klepeta maji pouze krabi. Protoze vsech klepet je 22 a kazdy krab ma klepeta
dvé, musi byt krabt 22 : 2 = 11. Tito krabi maji dohromady 11 - 8 = 88 nohou. Na vazky
a pstrosy tak zbyva 118 — 88 = 30 nohou.

Vazky a pstrosi tak maji dohromady 30 nohou a 22 kiidel. Abychom urcili pocty
jednotlivych hracek, vSimneme si nasledujiciho:

nohy kridla
jedna vazka 6 4
jeden pstros 2 2
dva pstrosi 4 4

Vidime, ze dva pstrosi maji dohromady stejné kridel jako jedna vazka, ale maji o 2 nohy
méné. Mizeme si to predstavit tak, ze ze dvou pstrost ,,vyrobime® jednu vazku tak, ze jim
,pridame* jesté dvé nohy.

Podle kfidel mame 11 pstrosii (22 : 2 = 11). Ti by ale méli jen 22 nohou (11 -2 = 22).
Zbyvéa nam tedy 8 nohou (30 — 22 = 8), kterymi budeme ,piedélavat pStrosy na vazky*.
Vzdy dvé nohy proméni dva pstrosy v jednu vazku, vazky jsou proto 8 : 2 = 4.

Ctyfi vazky maji dohromady 24 nohou (4 -6 = 24) a 16 kiidel (4 -4 = 16). Na pstrosy
tak zbyva 6 nohou (30 — 24 = 6) a 6 kfidel (22 — 16 = 6). Jsou tedy celkem 3 (6 : 2 = 3).
Piedchozi ivahy muZeme schematicky znazornit nasledovné (symbol ii predstavuje dvé
kiidla a dvé nohy, tedy urcéujici prvky jednoho pstrosa):

i if i i i i i i i i i

~— ~— ~—~
11 11 11 11



Do hrackarstvi privezli 11 krabt, 4 vazky a 3 pstrosy. Protoze kazdé z téchto zvirat
mé jednu hlavu, dohromady maji 18 hlav (11 +4 + 3 = 18).

Jiné resSeni. Stejné jako u pfedchoziho feseni uréime, ze privezli 11 krabu a ze vazky
a pstrosi maji dohromady 30 nohou a 22 kiidel.

Jelikoz vazky maji po 6 nohach, muze jich byt nejvyse 5 a jednotlivé moznosti postupné
probereme. Kdyby vazka byla jedna, zbyvalo by na pstrosy 30 —6 = 24 nohou a 22—-4 = 18
kiidel. Aby souhlasily po¢ty nohou, muselo by byt pstrost 12, ale aby souhlasily pocty
kiidel, muselo by jich byt 9 — jedna vazka proto byt nemiize.

Ostatni pripady rozepisovat nebudeme, diskuzi shrneme nasledujici tabulkou a zavér
je stejny jako vyse.

vazek zbyde nohou zbyde kridel pStrost
1 24 18 —
2 18 14 —
3 12 10 —
4 6 6 3
) 0 2 —

76-1-3
Na obrazku je stavba slepené ze stejnych kosticek. Jedna se o krychli s n€kolika dirami,
kterymi je vidét skrz a které maji vSude stejny prifez. Hotovou stavbu jsme celou ponorili

do barvy. Kolik kosticek ma obarvenu aspon jednu sténu? (M. Krejéova)
/[
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Napad. Zjistéte, kolik kosticek nema obarvenu ani jednu sténu.

Mozné FeSeni. Stavbu rozdélime ¢tyfmi vodorovnymi fezy na pét vrstev tak, jak ukazuje
nasledujici obrazek. Prostredni vrstva se sklada z 16 kosticek, ostatni vzdy z 24 kosticek.
Celkovy pocet kosticek je 16+4-24 = 112. Kosticky, které nemaji obarvenu ani jednu sténu,
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jsme v obrazku oznagcili cernym puntikem — je jich 8. Ostatni kosticky maji obarvenu aspon
jednu sténu a je jich tedy 112 — 8 = 104.

VAl
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A

Jiny napad. Pocitejte pfimo po vrstvach.

Jiné feSeni. Pracujeme s vySe uvedenym obrazkem. Ve spodni vrstvé maji vSechny kos-
ticky, kterych je 24, obarveny aspon jednu sténu. Ve druhé vrstvé je 8 kosticek s jednou
obarvenou sténou a 12 se dvéma obarvenymi sténami. V prostfedni vrstveé je vSech 16
kosticek se dvéma obarvenymi sténami. Ctvrta vrstva se shoduje s druhou a paté s prvni.
Kosticek, které maji obarvenu aspon jednu sténu, jsme celkové napocitali

2.2442- (8+12) + 16 = 48 + 40 + 16 = 104.

7Z6-1-4

Do kazdého nevyplnéného ctverecku doplnte ¢islo 1, 2, 3, nebo 4 tak, aby v kazdém
sloupci a radku bylo kazdé z téchto cisel pravé jednou a aby byly splnény dodatecné
pozadavky v kazdé vyznacené oblasti.

(Pozadujeme-li ve vyznacené oblasti uréity podil, méme na mysli podil, ktery ziskdme
vydélenim vétsiho ¢isla mensim. Podobné pracujeme i s rozdilem.) (S. Bednarovd)
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Soudin 48 Podil 2

Napad. Zac¢néte souc¢inem 48.

MozZné reSeni. Za¢neme soucinem 48: Potfebujeme rozlozit ¢islo 48 na soudin tii ¢isel
tak, aby ¢initelé byli pouze 1, 2, 3 nebo 4. To lze jedinym zpiisobem, 48 = 3-4-4, a ¢initelé
mohou byt v odpovidajici oblasti doplnéni jediné takto:

314

Do druhého policka prvniho sloupce doplnime ¢islo 2, které v tomto sloupci chybi.

Wik

4

Nyni se budeme zabyvat soucinem 6, ktery lze ziskat z danych ¢isel jen jako 6 = 1-2-3.
To znamena, ze ve druhém sloupci budou, kromé jiz napsaného cisla 4, jesté ¢isla 1 a 3
(zatim nevime, v jakém poradi). Takze v prvnim policku druhého sloupce musi byt ¢islo 2.
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Rozdil 1: Rozdil dvou ¢isel mé byt 1, jedno z cisel je 2, takze druhé ¢islo musi byt 1
nebo 3. Protoze cislo 1 je jiz v prvnim fadku napsano, musi byt ve tiretim policku tohoto
radku ¢islo 3.

Do c¢tvrtého policka prvniho fadku tak musime doplnit cislo 4, které jediné v tomto
radku jesté neni.

W IR
=1 ¥ ¥

Uvazujme tentokrat jinak. Zatim jsme doplnili t¥ikrat c¢islo 4, takze jesté jedno zbyva.
Protoze v prvnim, tretim a ¢tvrtém radku c¢tyrky zastoupeny jsou, bude to posledni ve
druhém radku. Stejné tak je ¢tyfka doplnéna v prvnim, druhém a étvrtém sloupci, takze
chybi ve tfetim sloupci. To znamena, ze posledni, ¢tvrté, ¢islo 4 musi byt ve druhém radku
tretiho sloupce.

W IR
= % ¥

Soucet 9: V této oblasti chybi posledni ¢islo, a to musi byt 9 —4 —4 = 1.
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Ve druhém policku druhého fadku musi byt cislo 3, které zde jako jediné jesté neni.
To znamend, Ze ve tfetim policku druhého sloupce bude ¢islo 1 (bud proto, ze v tomto
sloupci chybi, nebo proto, ze chybi v oblasti se souc¢inem 6).

21314
3141
1
314

=N

Nyni miizeme uvazovat stejné jako pfi dopliovani posledniho ¢isla 4. Doplnili jsme
trikrat cislo 1, které zatim neni ve ctvrtém fadku a ve tfetim sloupci. Stejné tak doplnime
i posledni ¢islo 3, které chybi pouze ve tfetim radku a ve ¢tvrtém sloupci.

1121314
213141
411 3
31411

Nyni uz chybi jen dvé cisla 2. Snadno ovéfime, Ze po jejich doplnéni do prazdnych
policek splnuji vSechna zapsana cisla vSechny pozadované podminky.

21314

Wik

3141
1123
4112
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Poznamka. Samoziejmé lze postupovat mnoha riznymi zpusoby, v kazdém piipadé si
vsak rychle vS§imnete, ze v zadani je podstatné vic informaci, nez je potieba k jednoznac-
nému doteSeni tlohy. Pokud se napt. prednostné soustiedite na pozadavek, aby v kazdém
sloupci a radku bylo kazdé z cisel 1, 2, 3, 4 pravé jednou, pak staci uz jen tii ze Sesti dale
zminénych informaci — které tii by kuptikladu stacily?

76-1-5

Ondra, Matéj a Kuba dostali k Vanoctim od prarodi¢ti kazdy jednu z nésledujicich
hracek: velké hasic¢ské auto, vrtulnik na dalkové ovladani a stavebnici Merkur. Bratranec
Petr doma vypravél:

,Ondra dostal to velké hasicské auto. Pral si ho sice Kuba, ale ten ho nedostal. Mat¢j
nema v oblibé stavebnice, takze Merkur nebyl pro néj.“

Ukazalo se, ze ve sdéleni, jaky darek kdo dostal ¢i nedostal, se Petr dvakrat mylil a jen
jednou vypovidal spravné. Jak to tedy s darky bylo? (M. Volfovad)

Napad. Nejdiiv zjistéte, kdo dostal hasi¢ské auto.

Mozné reseni. Petrovy vypovédi o chlapcich jsou:

1. Ondra dostal hasic¢ské auto,
2. Kuba nedostal hasi¢ské auto,
3. Maté€j nedostal Merkur.

Kdyby hasi¢ské auto dostal Ondra, byly by prvni dvé vypovédi pravdivé. Ale pravdivé
ma byt jen jedno sdéleni, takze hasi¢ské auto Ondra dostat nemohl.

Kdyby hasicské auto dostal Matéj, byly by opét dvé vypovédi pravdivé, totiz druha
a treti, a to nelze.

Hasicské auto tedy musel dostat Kuba. Prvni i druhé tvrzeni je proto nepravdivé
a pravdivé musi byt tfeti, ze Matéj nedostal Merkur. Matéj nedostal ani hasi¢ské auto (to
dostal Kuba), takze musel dostat vrtulnik.

Darky byly rozdéleny takto: Kuba dostal hasi¢ské auto, Matéj vrtulnik a Ondra Mer-
kur.

76-1-6

Marta, Libuse a Marie si vymyslely hru, kterou chtéji hrat na obdélnikovém hristi
slozeném z 18 stejnych ¢tverct (obrazek). Ke hie potfebuji hiisté rozdélit dvéma rovnymi
carami na tii stejné velké casti. Navic tyto ¢ary museji obé€ prochazet tim rohem hriste,
ktery je na obrazku vlevo dole. Poradte dévcatim, jak maji dokreslit ¢ary, aby si mohla
zacit hrat. (E. Trojdkovad)
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Napad. Dvé ze tii ¢asti museji byt trojihelniky.

Mozné reSeni. Hristé slozené z 18 stejnych Ctvercu je tfeba rozdélit na tii stejné velké
Casti. Velikost jedné ¢asti potom bude 18 : 3 = 6 &tverct. Uhlopficka déli hiisté na dva
stejné trojuhelniky s obsahem 18 : 2 = 9 ¢tvercti. To znamend, ze pokud mame dostat
tfi ¢asti s obsahem 6 ¢tvercli, musi byt jedna z délicich car ,pod“ a druhd ,nad“ touto
uhlopftickou, viz obrazek. Dvé z takto vzniklych ¢asti tvori trojuhelniky a jedna ¢tyituhelnik.
Nyni staci urcit ¢ary tak, aby trojuhelniky mély obsah 6 ¢tverct. Zbyly ¢tyituhelnik potom
bude mit tentyz obsah.

-
/
e _—
— —
7 7 — |
s - 4 -
s —_ F
/ |
-

Podivejme se nejprve na trojihelnik vlevo. Tento trojihelnik je polovinou obdélniku,
jehoz svisla strana je dlouha 3 dilky. Obsah tohoto obdélniku mé byt 2 -6 = 12 ¢tverci,
takze jeho druhd strana musi byt dlouha 12 : 3 = 4 dilky — mtzeme nakreslit prvni délici
¢aru.

Postupujme podobné i u druhého trojuhelniku. Tento trojuhelnik je polovinou obdél-
niku s obsahem 12 ¢tverctli, jehoz vodorovna strana je dlouhd 6 dilkd. Jeho svisla strana
musi byt 12 : 6 = 2 dilky dlouhd — mtizeme nakreslit druhou délici caru.

Dévcata by méla rozdélit hiisté jako na nasledujicim obrazku.
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61. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z7

77-1-1
Trpaslici si chodi k potoku pro vodu. Dzbanek kazdého z trpasliki je jinak velky: maji
objemy 3,4, 5, 6, 7, 8 a 9 litrt1. Trpaslici si dzbanky mezi sebou neptijcuji a vzdy je prinesou
plné vody.
e Kejchal piinese ve svém dzbanku vic vody nez Stistko.
e Drimal by musel jit pro vodu ttikrat, aby ptinesl praveé tolik vody jako Stydlin v jednom
svém dzbanku.
e Préfiv dzbanek je jen o 2 litry vétsi nez Stistkiv.
e Sam Smudla piinese tolik vody jako Diimal a Stistko dohromady.

e Kdyz jdou pro vodu Préfa a Smudla, pfinesou stejné vody jako Rejpal, Kejchal a Stist-
ko.

Kolik vody pfinesou dohromady Kejchal a Smudla? (M. Petrovad)

Napad. Za¢néte druhou podminkou.

Mozné tesSeni. Z druhé podminky plyne, ze Dfimaltv dzbanek mé objem 3 litry a Styd-
linuv 9 litra (plati 3 -3 = 9, a kdyby mél Diimal dzbének jiny, musel by byt Stydlintv
dzbanek aspon dvanactilitrovy).

Nyni ze étvrté podminky plyne, ze Smudliv dzbanek je o 3 litry vétsi nez Stistkiv.
Spole¢né s tieti podminkou tak vime, Ze Stistko, Préfa a Smudla maji postupné dzbanky
s objemy bud 4, 6 a 7, nebo 5, 7 a 8 litrt.

Z prvni podminky potom plyne, Ze jediné moznosti, jak méli trpaslici dzbanky rozde-
leny, jsou:

3 4 5 6 7 8 9
Diimal Stistko Kejchal Préfa Smudla Rejpal Stydlin
Dtimal Stistko Rejpal Préfa Smudla, Kejchal Stydlin
Diimal Rejpal Stistko Kejchal Préfa Smudla Stydlin

Ovérime-li posledni, patou, podminku, zjistime, Ze prvni dvé vyznacené moznosti nevyho-
vuji (6 +7 # 8 + 5 + 4), zatimco tieti ano (7 + 8 = 4 + 5 + 6). Kejchal se Smudlou tedy

dohromady pfinesou 6 + 8 = 14 litrd vody.
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Z7-1-2

Na obrazku je ¢tverec ABC D, ve kterém jsou umistény ¢tyii shodné rovnoramenné
trojuhelniky ABE, BCF, CDG a DAH, vSechny Sedé vybarvené. Strany ¢tverce ABC D
jsou zakladnami téchto rovnoramennych trojihelnikt. Vime, ze Sedé plochy ¢tverce ABC' D
maji dohromady stejny obsah jako jeho bila plocha. Dale vime, ze |HF| = 12 cm. Urcete
velikost strany ctverce ABCD. (L. Siminek)

D c

A

Napad. Vhodné si obrazec rozdélte.

Mozné feSeni. Ve ¢tverci ABCD vyznac¢ime obé thlopticky a spojnice stfeda protileh-
Iych stran. Ctyii takto doplnéné tisecky se protinaji v jediném bodé S a rozdéluji obrazec
beze zbytku na osm shodnych trojuhelniki. Jeden z nich jsme v obrazku oznacili ST'C'.

Téchto osm trojuhelniki se shoduje i ve svych Sedé vybarvenych c¢astech, a proto
zadanou podminku o obsazich miZeme uzit pro kazdy tento trojuhelnik zv1ast. V pripadé
trojuhelniku ST'C proto plati, ze jeho Seda a bila plocha, tedy trojuhelniky FT'C a SFC,
maji stejny obsah. Oba trojuhelniky maji vysku 7T'C'. Aby mély stejny obsah, museji byt
stejné i velikosti stran kolmych k této vysce, tedy |FT| = |SF|. Délka tsecky SF je
poloviéni vzhledem k délce uvedené v zadani, tudiz je 6 cm. Velikost tsecky ST je pak
6+ 6 = 12 (cm) a velikost strany ¢tverce ABCD je 2 - 12 = 24 (cm).

Jiné feSeni. Ve vsSech Sedych rovnoramennych trojuhelnicich vyznacime vysku kolmou
k zékladné. Tim rozdélime pivodni trojuhelniky na osm shodnych pravothlych trojuhel-
nikd, které uvniti ¢tverce ABC D premistime tak, jak ukazuje obrazek.
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Ve ¢tverci ABC' D jsme dostali dva shodné sedé obdélniky a jeden obdélnik bily. Strany
téchto tii obdélniki, které jsou na obrazku svislé, maji stejnou délku. Velikost strany bilého
obdélniku, ktera je na obrazku vodorovné, je zadanych 12 cm. Aby Sedé plochy a bila plocha
mély stejny obsah, museji mit vodorovné strany obou Sedych obdélniki dohromady délku
také 12 cm. Velikost strany ¢tverce ABCD je tedy 24 cm.

77-1-3

Sedm bezprostfedné po sobé jdoucich celych ¢isel stalo v fadé, serazeno od nejmensiho
po nejvétsi. Po chvili se ¢isla zacala nudit, a tak se nejdfiv prvni vyménilo s poslednim,
potom se prostfedni posunulo Uplné na zacatek fady a nakonec si nejvétsi z ¢isel stouplo
doprostied. Ke své veliké radosti se tak ocitlo vedle cisla se stejnou absolutni hodnotou.
Kterych sedm ¢isel mohlo stat v fadé? (S. Bednarovd)

Napad. Zjistéte rozdil zminénych dvou ¢isel se stejnou absolutni hodnotou.

Mozné ieSeni. Cisla ozna¢ime podle velikosti vzestupné jako 1. az 7. Jejich rozmisténi
se postupné ménilo takto:

4
4.
3
7

ot ot ot o
SR LI LR
[ N |

NN N

1
7
4.
4

Dvé ¢éisla se stejnou absolutni hodnotou mohou byt bud 3. a 7., nebo 7. a 5. Protoze
jde o dvojici rtiznych cisel, musi byt jedno kladné a druhé zaporné. Kladné je vétsi z nich,
tedy 7. cislo.

Nejprve uvazujme, zZe stejnou absolutni hodnotu maji 3. a 7. ¢islo. Jejich rozdil je 4,
vétsi z nich je tedy rovno 4 : 2 = 2. Nejmensi ¢islo v fad€ je o 6 mensi nez 7. ¢islo a je to
tedy c¢islo 2 — 6 = —4.

Nyni uvazujme, ze stejnou absolutni hodnotu maji 7. a 5. ¢islo. Jejich rozdil je 2, vétsi
z nich je rovno 2 : 2 = 1. Nejmensi ¢islo v fadé je pak 1 — 6 = —5.

V fadé mohla stat celéd ¢isla od —4 do 2 nebo od —5 do 1.
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77-1-4
Ucitelka Smolna pripravovala provérku pro svou tfidu ve tfech verzich, aby zaci ne-
mohli opisovat. V kazdé verzi zadala t¥i hrany kvadru a dala za kol vypocitat jeho objem.
Ulohy si ale dopiedu nevyfiesila, a tak netusila, ze vysledek je ve viech tfech verzich stejny.
Do zadani zakim zapsala tyto délky hran: 12, 18, 20, 24, 30, 33 a 70, vSechny v centimetrech.
7 deviti délek hran, které ucitelka Smolna zadala, jsme vam tedy prozradili pouze sedm
a ani jsme nesdélili, které délky patii do téhoz zadani. Urcete zbylé dveé délky hran.
(L. Simiinek)

Napad. RozloZte si zadané délky na soucin prvocisel.

Mozné resSeni. Rozlozime délky vSech hran na souciny prvocisel:

12=2-2-3,18=2-3-3,20=2-2-5,
24=2-2-2-3,30=2-3-5,33=3-11,70=2-5-7T.

V téchto soucinech se nachéazeji ¢initelé 7 a 11, tedy vysledny objem musi byt nasobkem ¢isla
77. Cinitelé 7 a 11 jsou v zadanych délkich obsaZeny kazdy pouze jednou, a to v hranach
33 a 70. Rozhodnéme, zda tyto délky mohou patiit ke dvéma riznym kvadrim.

Kdyby hrany 33 a 70 patrily k riznym kvadrim, musel by kvadr s hranou 33 mit dalsi
hranu rovnu nasobku sedmi, kvadr s hranou 70 by musel mit dalsi hranu rovnu nasobku
jedenacti a posledni kvadr by musel mit mezi svymi hranami nasobek sedmi a nasobek
jedenacti. Pravé jsme predpokladali existenci aspon t¥i hran, které nejsou uvedeny v zadani,
ale v ném pritom chybéji pouze dvé. Tim jsme ukazali, ze hrany 33 a 70 patii ke stejnému
kvadru. Nyni ur¢ime tfeti hranu tohoto kvadru.

Obé¢ délky hran, které nejsou v zadani uvedeny, museji byt nasobky c¢isla 77 a patfit
ke zbylym kvadrim. Zbyvajici hranu naseho kvadru proto musime hledat mezi zadanymi
hranami. V§imnéme si hran 18 a 24. Podle prvni odvodime, ze vysledny objem je nasob-
kem deviti (tj. 3 - 3), podle druhé jde zaroven o nasobek osmi (tj. 2 -2 - 2). V soucinech
odpovidajicich hrandm 33 a 70 se nachézeji cinitelé 2 a 3 kazdy pouze jednou. Tteti hrana
uvazovaného kvadru proto musi mit ve svém rozkladu soucin 2-2-3. V zadéani tak mtzeme
vybrat bud hranu 12, nebo 24.

Uvazujme nejprve o moznosti, zZe jeden z kvadrii mé hrany 33, 70 a 12 a tedy ze kvadry
maji objem 2-2-2-3-3-5-7-11. Pro druhy kvadr vybereme hranu 24 a vidime, ze ten uz
nesmi mit v délce zadné dalsi hrany cinitel 2. V zadani vsak zbyvaji pouze délky s ¢initelem
2. Moznost s kvadrem o hranach 33, 70 a 12 proto musime zavrhnout.

Nyni uvazujme o moznosti, ze jeden z kvadri ma hrany 33, 70 a 24 a tedy ze kvadry
maji objem

2-2.-2-2-3-3-5-7-11.
Na hrany zbylych dvou kvadrt snadno prijdeme, pokud se drzime poznatku, ze kvadr musi
mit v délkach svych hran pravé jednou cinitel 5 a pravé dvakrat ¢initel 3: druhy kvadr ma
hrany
30=2-3-5,12=2-2-3,154=2-7-11

a hrany tretiho kvadru jsou

20=2-2-5,18=2-3-3,154=2-7-11.
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Délky zbylych dvou hran, které nejsou uvedeny v zadéani, jsou shodné 154 cm.

7Z7-1-5
Jeden vnitini tthel v trojihelniku méri 50°. Jak velky tihel sviraji osy zbyvajicich dvou
vnitfnich ahla? (L. Hozovad)

Napad. Nemusite znat velikosti zbylych vnitinich thla, abyste tlohu dofesili.

Mozné resSeni. Uvazujme trojuhelnik ABC s thlem 50° u vrcholu A; neznamé tuhly
u vrcholi B a C' oznacime 3 a . Prusecik os vnitfnich ahli oznac¢ime O, thel BOC
oznac¢ime w a Uhel k nému vedlejsi 9.

Soucet vnitinich thla v libovolném trojihelniku je 180°. Proto i v trojuhelnicich ABC
a OBC plati

50° + 6+~ = 180°,
B v °
— 4+ = =180".

w+2+2

7 druhé rovnosti a z toho, ze w a 1 jsou vedlejsi thly, plyne

Y="1+

TR
b2

Z prvni rovnosti vyjadiime
gy 130°

2 2 2
tudiz odchylka os zbyvajicich dvou vnitinich thla je 65°.

= 65°,

Poznamka. Odpovéd, ze osy sviraji tthel w = 180° — 65° = 115°, povazujte také za
Spravnou.
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77-1-6

Hledame Sestimistny ciselny kéd, o némz vime, ze:

zadné cislice v ném neni vicekrat,

obsahuje i 0, ta vSak neni na predposlednim misté,

ve svém zapisu neméa nikdy vedle sebe dvé liché ani dvé sudé cislice,

sousedni jednomistna cisla se lisi aspon o 3,

¢isla, ktera ziskdme pfrectenim prvniho a druhého dvojcisli, jsou obé nasobkem cisla
vzniklého prectenim ttretiho, tedy posledniho dvojcisli.

Urcete hledany kéd. (M. Volfova)

Napad. Zamérte se na to, jak vypadaji jednotliva dvojcisli, zvlasté to posledni.

Mozné fesSeni. Posledni ¢islice nemuze byt 0 ani 5: kdyby tomu tak bylo, pak by podle
paté podminky prvni i druhé dvojéisli koncilo bud 0 nebo 5, takze ¢islice 0 nebo 5 by byla
v kédu obsazena vicekrat, coz odporuje podmince prvni.

S timto poznatkem spolu s ostatnimi podminkami ze zadani zacneme vypisovat
vSechna mozna dvojcisli, ktera se mohou vyskytovat na konci kédu. Navic, aby byla splnéna
pata a prvni podminka, ma smysl uvazovat pouze takova dvojcisli, kterda maji alespon dva
rtuzné nasobky mensi nez 100. VSechny vyhovujici moznosti jsou uvedeny v levém sloupci
nasledujici tabulky. Pravy sloupec pak obsahuje vSechny jejich dvojmistné nasobky, které
pripadné mohou tvorit prvni a druhé dvojcisli hledaného kodu.

14 28, 42, 56, 70, 84, 98

16 32, 48, 64, 80, 96

18 | 36, 54, 72, 90

27 | 54, 81

29 58, 87

Pokud vyradime vSechna dvojcisli, ktera nevyhovuji treti nebo ¢tvrté podmince ze zadani,
zustava pouze:

14 70

16 96

18 | 36,72, 90
27 | 81
29 | 58

Odtud je zifejmé, Ze posledni dvoj¢isli musi byt 18. Aby byla splnéna druhé podminka, musi
byt jedno ze zbylych dvojcisli 90, a aby byla splnéna ¢tvrta podminka, musi byt 90 jako
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prvni. Ze stejného diivodu nemiize jako druhé dvojcisli byt 72, zbyva uz jen 36. Vysledny
kéd tedy miize byt jediné 903618 a kontrolou vSech podminek ze zadani zjistime, ze tomu
tak skutecné je.

Poznamka. Vedle tvodniho poznatku, Ze 0 nemuze byt posledni ¢islici, lze vyuzit i toho,
ze 0 nemiize byt na prvnim ani na tfetim misté. (Jinak by prvni nebo druhé dvojéisli
predstavovalo jednomistné ¢islo, tudiz podle paté podminky by i posledni dvojcisli muselo
byt jednomistné ¢islo a na patém misté by musela byt zase 0, coz nelze.) Proto je 0 bud na
druhém, nebo ¢tvrtém misté. Ze tfeti podminky potom plyne, Ze sudé ¢islice mohou byt
jen na sudych a liché na lichych mistech. Nasledujici diskuze se tak ponékud zjednodusi.
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61. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z8

Z8-1-1

Korespondenc¢ni matematicka soutéz probiha ve tfech kolech, jejichz naro¢nost se stup-
nuje. Do druhého kola postupuji jen ti fesitelé, kteri byli tspésni v prvnim kole, do tretiho
kola postupuji jen tspésni resitelé druhého kola. Vitézem je kazdy, kdo je tispésnym fe-
sitelem posledniho, tedy tfetiho kola. V poslednim roc¢niku této soutéze bylo presné 14 %
FeSiteltl tspésnych v prvnim kole, presné 25 % fesiteld druhého kola postoupilo do tietiho
kola a piesné 8 % feSitelt tietiho kola zvitézilo.

Jaky je nejmensi pocet soutézicich, ktefi se mohli zacastnit prvniho kola? Kolik by
v takovém pfipadé bylo vitézi? (M. Petrovad)

Napad. Vsechny mezivysledky museji byt pfirozena cisla.

MozZné reseni. Pocet vsech Fesiteld prvniho kola si oznacime x. Pocet ispésnych fesiteli
prvniho kola (a tedy pocet vSech feSiteltt druhého kola) je 14% z x, tedy 0,14x. Pocet
uspésnych fesiteli druhého kola (a tedy pocet vSech fesitelu tfetiho kola) je 25 % z 0,14z,
tj. 0,25 - 0,14z = 0,035z. Pocet tspésnych Tesitelt tfetiho kola (a tedy i pocet vitézu) je
8% z 0,035z, tj. 0,08 - 0,035z = 0,0028z.

Protoze v8echny vypocty jsou presné (bez zaokrouhlovéani), museji byt ¢isla z, 0,14z,
0,035z a 0,0028x prirozena. Zac¢neme u posledniho z nich:

28 7
000282 = 15000 * = 2500

¢islo x tedy musi byt nasobek c¢isla 2500. Protoze hleddme nejmensi feseni, budeme po-
stupné zkouset nasobky 2500, a to tak dlouho, nez vSechna zminovana ¢isla budou pftiro-
zena:

T 0,14« 0,035x 0,0028« ZAver
2500 350 87,5 7 nevyhovuje
5000 700 175 14 vyhovuje

Nejmensi pocet soutézicich, kteri se mohli zticastnit prvniho kola, je 5000. Vitéza by v ta-
kovém pripadé bylo 14.

Jiné resSeni. Pocet vSech fesiteli prvniho kola oznac¢ime x. Pocet tispésnych fesitelu prv-
niho kola (a tedy pocet vSech fesitelti druhého kola) je 14 % z x, tedy

Pocet tspésnych fesitelt druhého kola (a tedy pocet vSech FeSitelu tietiho kola) je 25 %

z predchoziho poctu, tj.
25 7 7

— x
100 50 200
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Pocet tispésnych fesiteli tietiho kola (a tedy i pocet vitézi) je 8 % z predchoziho poctu,
tj.
8 T 7
100 200"~ 2500 "

Vsechny vyse uvedené vyrazy museji byt prirozend ¢isla, ¢islo x tedy musi byt spolec-
nym nasobkem cisel 50, 200 a 2 500. Protoze nas zajimé nejmensi mozny pocet soutézicich
v prvinim kole soutéze, hleddme nejmensi spolecny nasobek uvedenych cisel, coz je 5000.

Nejmensi pocet soutézicich v prvnim kole je tedy 5000 a pocet vitézti by v tomto
pripadé byl ,

— = 14.
5500 5000

Z8-1-2

Je dan rovnoramenny trojihelnik ABC' se zékladnou AB dlouhou 10cm a rameny
dlouhymi 20 cm. Bod S je stfed zakladny AB. Rozdélte trojuhelnik ABC ¢tyfmi primkami
prochézejicimi bodem S na pét Casti se stejnym obsahem. Zjistéte, jak dlouhé tusecky
vytnou tyto pfimky na ramenech trojuhelniku ABC. (E. Trojdkovad)

Napad. Uvedena konstrukce je osové soumeérna.

Mozné resSeni. Trojihelnik ABC je soumérny podle osy C'S, proto i délici pfimky museji
byt osové soumérné podle stejné osy. Odpovidajici ¢asti pak budou tvotit dvé dvojice osové
soumérnych trojuhelniki a jeden (osové soumérny) ¢tyfuhelnik s vrcholem C. Oznacme
pruseciky dvou délicich primek s jednim ramenem X a Y, viz obrazek.

C

ST
|

Podle zadani maji byt obsahy trojihelniki ASX a XSY a dvojnasobek obsahu troj-
thelniku Y SC stejné. Tyto t¥i trojuhelniky vSak maji stejnou vysku ze spolecného vr-
cholu S, takze obsahy budou v uvedeném pomeéru pravé tehdy, kdyz pro protilehlé strany
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plati
|AX| = |XY|=2YC|.

Soucasné vime, ze

|AC| = |AX| + | XY]| + |YC| = 20 cm.

Z uvedeného plyne, ze 5|YC| = 20cm, tj. |YC| = 4cm a |[AX| = | XY| = 8cm. Délici
primky vytinaji na ramenech trojihelniku tsecky dlouhé 4 a 8 cm.

78-1-3
Hleddme pétimistné ¢islo s nésledujicimi vlastnostmi: je to palindrom (tj. ¢te se po-
zpatku stejné jako zepfedu), je délitelné dvanacti a ve svém zapisu obsahuje ¢islici 2 bez-

prostiedné za ¢islici 4. Urcete vSechna mozné ¢isla, ktera vyhovuji zadanym podminkam.
(M. Mach)

Napad. Urcete, jak mohou byt umistény ¢islice 2 a 4; pro kazdy ptipad zvlast pak disku-
tujte zbylé podminky.

Mozné reseni. Pétimistné palindromy, v nichZ se ¢islice 2 objevuje bezprostiedné za
¢islici 4, jsou pravé nasledujici:

42x24, x424x, x242x, 24x42.

Pro tyto piipady sta¢i nyni diskutovat délitelnost dvanacti. Cislo je délitelné dvanacti
pravé tehdy, kdyz je délitelné tfemi a zaroven Ctyimi, tj. pravé tehdy, kdyz jeho ciferny
soucet je délitelny tremi a zaroven posledni dvojcisli je délitelné ctyrmi.

Cislo 24 je délitelné &tyimi, proto jsou palindromy typu 42x24 vzdy délitelné étyimi,
a proto se zajimame pouze o délitelnost tfemi. Znamé cislice maji ciferny soucet 12, ktery
délitelny tfemi je, proto hvézdicka uprostied musi zastupovat nasobek tii — 0, 3, 6 nebo 9.

Palindromy typu *424x jsou délitelné ¢tyrmi, pravé kdyz posledni ¢islice je 0, 4 nebo 8.
Protoze jde o palindrom, stejna cislice bude i na zacatku, proto varianta s nulou nevyhovuje.
Po doplnéni ctytek je ciferny soucet 18, po doplnéni osmicek 26. Tudiz délitelny tfemi je
pouze palindrom 44244.

Palindromy typu *242x jsou délitelné ¢tyimi, praveé kdyz posledni ¢islice je 0, 4 nebo
8. Stejné jako v predchozim pripadé vylucujeme 0 a urcime ciferné soucty: pro ¢tyrky je
to 16, pro osmicky 24. Délitelny tfemi je pouze palindrom 82428.

Protoze cislo 42 neni délitelné ¢tyrmi, palindromy typu 24%42 nemohou byt délitelné
¢tyrmi, tedy ani dvanacti. Zadanym podminkam vyhovuji pravé néasleduji ¢isla:

42024, 42324, 42624, 42924, 44244, 82428.
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78-1-4

Na stfed hrncifského kruhu jsme polozili krychli, kterda méla na kazdé své sténé napsano
jedno prirozené ¢islo. Tésné predtim, nez jsme kruh roztocili, jsme ze svého stanovisté vidéli
tTi stény krychle a tedy pouze tii ¢isla. Jejich soucet byl 42. Po otoceni hrncirského kruhu
0 90° jsme ze stejného mista pozorovali tfi stény s ¢isly davajicimi soucet 34 a po otoceni
o dalsich 90° jsme stale z téhoz mista vidéli tfi ¢isla o souctu 53.

1. Urcete soucet tii Cisel, kterda z naseho mista uvidime, az se kruh otoci jesté o dalsich
90°.

2. Krychle po celou dobu lezela na sténé s ¢islem 6. Urcete maximalni mozny soucet
vSech Sesti ¢isel na krychli.

(L. Siminek)
Napad. Zamérite se na vztah mezi ¢isly vzajemné rovnobéznych boc¢nich stén.

Mozné Feseni. Cisla, ktera vidime pfed roztocenim kruhu, ozna¢me a, b, ¢, pficemz c je
¢islo na horni sténé. Po otoceni o 90° ztratime z naseho pohledu sténu s cislem a a objevi
se sténa s ni rovnobézna. Podle zadani se soucet viditelnych ¢isel zméni ze 42 na 34, tedy
zmensi se o 8. Nové se objevivsi ¢islo je proto o 8 mensi nez a, tj. a — 8.

Obdobneé uvazujeme o dalsi oto¢ce o 90°. Pti ni ztratime z pohledu sténu s ¢islem b
a soucet viditelnych cisel se zméni ze 34 na 53, tedy zvétsi se o 19. Na zbyvajici bo¢ni sténé
se proto objevi ¢islo b + 19.

b+19 |-

Jesté po dalsim otoceni o 90° tak vidime stény s Cisly b + 19, a, c. Ze zadani vime, ze
a+b+c=42,tudiza+ b+ 19+ c =42+ 19 = 61. Soucet 61 je feSenim prvniho tikolu.

Nyni fesime druhy tkol. Pfed roztoc¢enim kruhu vidime tfi stény se souctem 42, po
otoceni o 180° vidime jiné dvé boc¢ni stény a stale stejnou horni sténu s ¢islem ¢, tentokrat
jde o soucet 53. Tedy soucet ¢isel na téchto péti sténach je roven 42 + 53 — c. Na krychli je
podle zadani zespodu napsané ¢islo 6, soucet vSech jejich ¢isel je tudiz roven 6 +42+53 —c,
tj. 101 — ¢. Mame-li urcit nejvétsi moznou hodnotu tohoto vyrazu, dosadime za ¢ nejmensi
pripustnou hodnotu 1. A pak vidime, Ze soucet ¢isel na krychli mohl byt nejvyse 100.

Jiné feseni druhého ukolu. Z vyse uvedeného feseni pouZijeme obrazek s jeho popisem.
Soucet vSech c¢isel na krychli je

a+b+(a—8)+(b+19)+c+6=2a+2b+c+17.
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Pfitom plati, Zze v8echny nezndmé jsou pfirozend ¢isla a a = 9, aby i hodnota a — 8 byla
prirozené ¢islo. Posledni podminkou je a + b+ ¢ = 42. Abychom pri daném souc¢tu a+b+c¢
ziskali co nejvétsi hodnotu vyrazu 2a+2b+c+17, musime za c zvolit co nejmensi pripustnou
hodnotu, tj. 1, protoze ostatni neznamé jsou ve vyrazu zastoupeny ve svych nasobcich.
Soucet a + b pak nabyva hodnoty 41 a soucet vSech Sesti ¢isel na krychli tak mtze byt
nejvyse

20 +2b+c+17=2-41+1+ 17 = 100.

7Z8-1-5
Pankrac, Servac a Bonifac jsou bratti, ktefi maji P, S a B let. Vime, ze P, S a B jsou
prirozena cisla mensi nez 16, pro néz plati:

)
S =2(B-P),
B =8(S—P).
Urcete stari vsech tfi bratri. (L. Hozovd)

Napad. Bonifacuv vék lze urcit velmi snadno.
MozZné teseni. Ze tieti rovnice plyne, Ze B je prirozené ¢islo mensi nez 16 pravé tehdy,
kdyz S — P =1, neboli S = P+ 1; potom nutné B = 8. Dosadime tyto poznatky do druhé
rovnice a urc¢ime P:

P+1=2(8-P),

P+1=16—2P,

3P =15,
P =5.

Odtud S =5+ 1 = 6 a snadno ovéfime, zZe trojice B = 8, P =5 a S = 6 vyhovuje také
rovnici prvni: 5 = 2(8 — 6). Pankrdc ma tedy 5, Servac 6 a Bonifac 8 let.

Poznamka. S rovnicemi ze zadani Ize manipulovat rtiznym zptsobem, nicméné bez ome-
zeni P, S, B < 16 by tloha neméla feseni urceno jednoznacné — najdete néjaké dalsi?

Jiné FeSeni. Ze zadani plyne, Ze P, S a B jsou kladné ¢isla, pravé kdyz B > S > P > 0.
Stejné jako u predchoziho feseni urc¢ime, ze ze tieti rovnice plyne B = 8 a P = S — 1. Navic
z druhé rovnice je patrné, ze S je sudé cislo. Celkem tedy vidime, Ze fesenim tlohy miize
byt jediné néktera z nasledujicich trojic Cisel:

B S P
8 6 )
8 4 3
8 2 1




Dosazenim do prvni a druhé rovnice zjistime, Ze jedinym feSenim je trojice B =8, S =6

aP=>5.

Z8-1-6

Janka si narysovala obdélnik s obvodem 22 cm a délkami stran vyjadienymi v centi-
metrech celymi ¢isly. Potom obdélnik rozdélila beze zbytku na t¥i obdélniky, z nichz jeden
mél rozméry 2cm X 6 cm. Soucet obvodl vSech t¥i obdélnikd byl o 18 cm vétsi nez obvod

ptavodniho obdélniku. Jaké rozméry mohl mit ptivodni obdélnik? Najdéte vSechna Feseni.
(M. Dillingerovad)

Napad. Urcete, jak mohla Janka obdélnik rozdélit; pro jednotlivé moznosti pak vyjadrete
zadany rozdil obvodi pomoci délek délicich car.

MozZné resSeni. Vsechny veli¢iny v textu jsou vyjadfeny v centimetrech, jednotky dale
uvadét nebudeme. Délky stran Jancina obdélniku oznacime x a y, podle zadani jsou to
prirozena cisla.

Nejprve zjistime, jak mohla Janka sviij obdélnik rozdélit. Typové mame pouze nésle-
dujici dvé moznosti (pozor, obrazky jsou schematické, tj. rozhodné nepfedpokladame, ze
x> y):

Obvod puvodniho obdélniku je 2(x + y) = 22, tedy = + y = 11. Soucet obvodu tii
novych obdélniki je vzdy vétsi nez obvod ptivodni, a to pravé o dvojnasobek souctu délek
délicich tusecek, které jsou v obrazku vyznaceny carkované. Tento rozdil ma byt roven 18.

I. Obé délici tisecky maji stejnou délku, totiz y. Musi tedy platit 4y = 18, odtud
y = 4,5. To ovSem neni mozné, protoze 4,5 neni celé ¢islo. Timto zpisobem tudiz Janka
obdélnik nerozdélila.

I1. Dvé délici tsecky, které lezi v jedné primce, maji soucet délek y. Délku treti délici
usecky oznacime z. Potom musi platit 2y + 2z = 18, tedy y + z = 9. To spolu s podminkou
x+y = 11 znamena, Ze rozmér x je o 2 vétsi nez rozmeér z. Tento poznatek si zaznamename
do obrazku:

Nyni provéfime, ktery z novych obdélniki mize mit rozméry 2 x 6 a jak muze byt
umistén — celkem méame tyto t¥i moznosti:
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T T i

Pomoci diive odvozenych vztahti mezi z, y a z vyjadiime rozmeéry obdélnikt v jed-
notlivych pripadech:

a) Je-liy =6, pak x =5az=3.

b) Je-li z=6,pak zr =8 ay=3.

c)Jelliz=2 pakx=4ay="T.

Jancin obdélnik mohl mit rozmeéry 5 x 6, 8 x 3 nebo 4 x 7.

Poznamka. Pri stejném znaceni jako vySe z pozadavku, aby Janc¢in obdélnik obsahoval
obdélnik 2 x 6, plyne, ze x,y = 2. ProtoZe x a y jsou pfirozena ¢isla a x +y = 11, rozméry
Jancina obdélniku by mohly byt 2 x 9, 3 X 8, 4 X 7 nebo 5 x 6.

Nyni Ize postupné probirat tyto ¢tyfi pripady, tzn. umistit obdélnik 2 x 6, diskutovat
mozna dodatecna déleni a kontrolovat pozadavek o obvodech. Takto rychle zjistime, ze
jediné moznosti, jak mohla Janka sviij obdélnik rozdélit, jsou praveé vyse uvedené moznosti

a), b), c).

9x2

8 x3

7 x4

6 x5
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61. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z9

79-1-1

Pokladni v galerii prodava navstévnikiim vstupenky s ¢islem podle toho, kolikati ten
den prisli. Prvni navstévnik dostane vstupenku s ¢islem 1, druhy s ¢islem 2, atd. Béhem
dne vsak dosel zluty papir, na ktery se vstupenky tiskly, proto musela pokladni pokracovat
tisknutim na papir C¢erveny. Za cely den prodala stejné zlutych vstupenek jako ¢ervenych.
Zjistila, ze soucet Cisel na zlutych vstupenkach byl o 1681 mensi nez soucet cisel na Cerve-
nych vstupenkéch. Kolik toho dne prodala vstupenek? (M. Mach)

vvvvv

Mozné reseni. Oznac¢me pocet zlutych vstupenek n. Na prvni zluté vstupence bylo ¢islo
1, na druhé 2, atd., na posledni zluté vstupence bylo ¢islo n. Na prvni cervené vstupence
bylo ¢islo n + 1, na druhé cervené n + 2, atd., na posledni cervené bylo ¢islo 2n.

Vsimnéme si, ze prvni ¢ervend vstupenka ma ¢islo o n vétsi nez prvni zluta. Stejné
tak druha cervenda vstupenka ma ¢islo o n vétsi nez druhd zlutd; totéz plati pro vsechny
takovéto dvojice vstupenek, kterych je celkem n. Soucet ¢isel na cervenych vstupenkach je
proto o n? vétsi nez soucet &isel na vstupenkéach zlutych. Ze zadani vime, ze n? = 1681,
tedy n = 41.

Pokladni toho dne prodala 41 zlutych a 41 ¢ervenych vstupenek, celkem tedy 82 vstu-
penek.

79-1-2

Filoména ma mobil s nasledujicim rozmisténim tlacitek:

1]2]3

4]5]6

7]8]9
0]

Devitimistné telefonni ¢islo jeji nejlepsi kamaradky Kunhuty ma tyto vlastnosti:
e vSechny cislice Kunhutina telefonniho ¢isla jsou razné,
e prvni ¢tyTi Cislice jsou serfazeny podle velikosti od nejmensi po nejvétsi a stredy jejich
tlacitek tvori ctverec,
e stredy tlacitek poslednich ctyr cislic také tvori ¢tverec,
e telefonni cislo je délitelné tfemi a péti.
Kolik riznych devitimistnych ¢isel by mohlo byt Kunhutinym telefonnim ¢islem?
(K. Pazourek)

Napad. Které c¢islice mohou tvorit posledni a které prvni ¢tvetici?
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MozZné reseni. Nejprve najdéme vSechny ctverice tlacitek, jejichz stfedy tvori ¢tverec —
jsou to tlacitka s néasledujicimi ¢islicemi:

1,2,4,5 1,3,7,9
2,3,5,6  2,4,6,8
4,5,7,8  5,7,9,0
5,6,8,9

Ctvefice v levém sloupci vSak vyuzit nemfizeme, nebot vedle ¢tverce, ktery piislusna
tlacitka tvori, bychom zadny dalsi ¢tverec ze zbylych tlac¢itek nesestavili. Protoze telefonni
¢islo je délitelné péti, musi koncit 5 nebo 0; proto posledni ¢tyii ¢islice telefonniho ¢isla
jsou 5, 7, 9, 0 (jejich poradi diskutujeme pozdéji). ProtoZze jsme jiz pouzili ¢islice 7 a 9,
prvni ¢tyfi ¢islice telefonniho ¢isla museji byt 2, 4, 6, 8 (v tomto pofadi, jsou srovnany
podle velikosti).

Dosud nepouzité cislice, které mohou byt uprostied telefonniho ¢isla, jsou 1 a 3. Te-
lefonni ¢islo ma byt délitelné tfemi, urceme tedy mozné ciferné soucty. Soucet vsech cislic
na klavesnici je 45. Pokud by v telefonnim ¢isle byla 1, tj. telefonni ¢islo by obsahovalo
vSechny ¢islice kromé 3, byl by ciferny soucet 45 — 3 = 42. Pokud by v telefonnim disle
byla 3, byl by ciferny soucet 45 — 1 = 44. Cislo 42 je délitelné 3, ¢islo 44 nikoli, prostiedni
Cislice je tedy 1.

Protoze jsme neopomnéli zadny z pozadavkd v zadani, hledané telefonni ¢islo je

246 81 *kx,

kde posledni ¢tyti cislice jsou 5, 7, 9, 0 v nezndmém poradi, pouze vime, Ze na poslednim
misté musi byt 5 nebo 0. Abychom zjistili pocet vSech moznych Kunhutinych telefonnich
¢isel, nebudeme je vSechny vypisovat, pouze si touto predstavou pomtizeme: Posledni ¢islici
lze zvolit dvojim zpiisobem, predposledni ¢islici poté vybirdme mezi tfemi zbylymi ¢isli-
cemi, predchéazejici uz jen mezi dvéma zbylymi a na posledni nevyplnéné misto nam vzdy
zbude jedind cislice. Dostavame dohromady

2:3-2=12

moznych pofadi na poslednich ¢tyfech mistech, a tedy i 12 moznych Kunhutinych telefon-
nich cisel.

79-1-3

Amalka pozorovala veverky na zahradce hajenky, kde rostly tyto tfi stromy: smrk,
buk a jedle. Veverky sedély v klidu na stromech, takze je mohla spocitat — bylo jich 34.
Kdyz preskakalo 7 veverek ze smrku na buk, bylo jich na buku stejné jako na obou dvou
jehlicnanech dohromady. Poté jesté preskakalo 5 veverek z jedle na buk, v tu chvili bylo
na jedli stejné veverek jako na smrku. Na buku jich poté bylo dvakrat tolik, co na jedli ze
zacatku. Kolik veverek ptivodné sedélo na kazdém ze stromu? (M. Mach)

Napad. Sestavte soustavu rovnic. Pfed vlastnim feSenim soustavy si vSimnéte, ze nékteré
rovnice jsou piebytecné, tzn. Ize je odvodit z ostatnich.
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MozZné reseni. Puvodni pocet veverek na smrku oznacime s, na buku b a na jedli j. Ze
zadani miizeme sestavit soustavu ctyTr rovnic o téchto tfech neznédmych:

s+b+7 =34,
b+7T=74+s5-17,
j—5b=s—-1,
b+ 7+5=2j.

Vsimnéme si, ze seCtenim tfeti a ¢tvrté rovnice dostaneme rovnici druhou. Pro vyfeseni
soustavy rovnic proto staci vybrat libovolné dvé z téchto tfi rovnic a doplnit je rovnici
prvni. Takto dostaneme soustavu tii rovnic o tfech neznamych. UkaZeme si feseni s prvni,
druhou a ¢tvrtou rovnici:

s+b+7 =34,
b+7T=74+s5-17,
b+T745=2j

Sec¢teme prvni dvé rovnice a upravime:

§$+20+754+7=27T4+ 7+ s,
2b = 20,
b = 10.

Dosadime tento vysledek do posledni rovnice a vyjadiime j:

104745 = 2j,
22 = 2j,
j=11.

Vse dosadime do prvni rovnice a vyjadiime s:

s+ 10+ 11 = 34,
s = 13.

Na smrku ptivodné sedé€lo 13, na buku 10 a na jedli 11 veverek.

Jiny napad. Urcete, kolik veverek sedélo na buku ve chvili, kdy jich tam bylo stejné jako
na obou jehli¢nanech.

Jiné reseni. Po prvnim preskakani byla na buku pfesné polovina veverek, ¢ili 17. Protoze
jich na buk 7 priskocilo, sedélo ptivodné na buku 17 — 7 = 10 veverek.

Po druhém preskdkani bylo na buku 17 + 5 = 22 veverek. Vime, Ze na konci bylo
na buku dvakrat vice veverek nez na jedli na zacatku, tedy na zacatku sedélo na jedli
22 : 2 =11 veverek.
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Celkem bylo veverek 34, proto bylo ptivodné na smrku 34—10—11 = 13 veverek. Praveé
jsme dosli k pivodnim poctiim veverek na vsech stromech, ale viibec jsme nepracovali se
zadanou informaci, Ze po vSech preskocich bylo na jedli stejné veverek jako na smrku.
Musime ovérit, zda tato informace neni v rozporu s predchozimi vypocty: 11 —5 =13 -7,
tedy nase vysledky odpovidaji celému zadani.

Na smrku ptivodné sedé€lo 13, na buku 10 a na jedli 11 veverek.

Poznamka. Uvedenad feseni predstavuji rtzné pohledy na tentyz problém. Srovnejte

zejména, jak jsme odhalili pfebytecnost jedné ze zadanych informaci v prvnim a jak ve
druhém pripadé. Uméli byste tuto prebytecnost zjistit i jinak?

Z9-1-4
V pravidelném dvanactiahelniku ABCDEFGHIJK L vepsaném do kruznice o polo-
méru 6 cm uréete obvod pétithelniku ACFHK. (K. Pazourek)
H G
1 F
J E
K D
L C
A B

Napad. Rozdélte pétithelnik na trojihelniky se spole¢nym vrcholem ve stfedu kruznice
opsané a zjistéte jejich vlastnosti.

Mozné reseni. Nejprve spoc¢téme velikost stfedového tthlu pravidelného dvanéctithelniku
ABCDEFGHIJKL, tj. ihlu s vrcholem ve stfedu S opsané kruznice a rameny proché-
zejicimi sousednimi vrcholy. Soucet vsech dvanacti stfedovych thla je 360°, tudiz velikost
jednoho stiedového thlu je 360° : 12 = 30°.




Velikosti stfedovych thla pétithelniku ACFHK jsou:

|xASC| = |xFSH| = |xKSA| = 2-30° = 60°,
|xCSF| = |xHSK|=3-30° = 90°.

Trojuhelniky ASC, FSH, KSA jsou tudiz rovnostranné a trojuhelniky C'SF a HSK jsou
rovnoramenné pravouhlé. Proto

|AC| = |FH| = |KA| =r = 6cm,
|CF| = |HK| =rV2 = 6v2cm.

Obvod pétitthelniku ACFHK je tak roven 3 -6 + 2 - 6v/2 = 18 + 121/2 = 34,97 (cm).

Z9-1-5

Pted vano¢nim koncertem nabizeli zaci k prodeji 60 vyrobkt z hodin vytvarné vychovy.
Cenu si mohl kazdy zakaznik urcit sam a cely vytézek Sel na dobroc¢inné tucely. Na zacatku
koncertu zaci spocitali, kolik korun v priaméru utrzili za jeden prodany vyrobek, a vyslo
jim presné celé ¢islo. Protoze stale neprodali vSech 60 vyrobkt, nabizeli je i po koncerté.
To si lidé koupili jesté dalSich sedm, za které dali celkem 2505 K¢. Tim se pramérna
trzba za jeden prodany vyrobek zvysila na rovnych 130 K¢. Kolik vyrobkt pak ztstalo
neprodanych? (L. Simiinek)

Napad. Urcete vztah mezi poc¢tem vyrobka prodanych pied koncertem a za né ziskanou
castkou. Uvédomte si, ze vSechny neznamé maji byt cela ¢isla.

MozZné reseni. Pocet vyrobku, které zaci prodali pred koncertem, ozna¢me v a obnos
v korunéch, ktery za né ziskali, oznacme k. Podle zadani je podil % celé ¢islo a plati

k42505

= 130.
v+ 7

7 této rovnice vyjadrime neznamou k pomoci neznamé v:

k42505 =130v 4130 - 7,
k = 130v — 1595.

Ziskany vyraz dosadime do zlomku % a nasledné jej castecné vydélime:

130v — 1595 130 — 1595.
v v

Neznaméa v je prirozené cislo, a protoze pravé uvedeny vyraz ma byt roven celému
¢islu, musi byt v délitelem cisla 1595. Pfitom ¢islo 1595 = 5 11 - 29 m& pravé nasledujici
délitele:

1, 5, 11, 29, 55, 145, 319, 1 595.
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Podle zadéni ztistalo po prodeji v vyrobki z celkovych 60 minimélné 7, tedy v < 53. Pokud
do rovnice k£ = 130v — 1595 dosadime za v 1, 5 ¢i 11, dostaneme k zaporné, coz odporuje
zadani. Pro v = 29 je trzba k kladna, takze jedina pripustnd hodnota pro v je 29. Celkové
se prodalo 29 + 7 = 36 vyrobki a neprodanych ziistalo 60 — 36 = 24.

Jiny napad. Pokud se hovori o primérné cené, zkuste si situaci zjednodusit predstavou,
ze vSichni zminéni zaplatili shodné praveé tuto cenu.

Jiné FesSeni. Pro potfeby feSeni muzeme situaci zjednodusit a predstavit si, ze kazdy za-
kaznik nakupujici pred koncertem zaplatil stejny celoc¢iselny obnos. Ten se rovnal primérné
cené vypocitané zaky pred koncertem.

//////

zaplacenou ¢astku do 130 K¢ a sama za sebe zaplatila 7-130 K¢. Celkové dorovnavani ceny
tedy odpovidalo ¢astce 2505 — 7 - 130 = 1595 (K¢&).

Tuto sumu musime rozlozit na soucin, kde jednim c¢initelem bude pocet zakaznikt pred
koncertem a druhym ¢initelem pocet korun, které za kazdého takového zakaznika doplatila
sedmice pozdéji prichozich. O prvnim jmenovaném c¢initeli vime ze zadani, Ze musi byt
mensi nebo roven 53, a o druhém vime, ze musi byt mensi nez 130. Cislo 1595 lze rozlozit
na soucin dvou prirozenych ¢isel pravé témito zptisoby:

1-1595,5-319, 11 - 145, 29 - 55.

Uvedenym podminkam vyhovuje jediné rozklad 29-55. Celkové se tedy prodalo 29+ 7 = 36
vyrobkt a neprodanych zistalo 60 — 36 = 24.

7Z9-1-6

V obdélnikové zahradé roste broskvon. Tento strom je od dvou sousednich roht za-
hrady vzdalen 5 metrti a 12 metrt a vzdalenost mezi zminénymi dvéma rohy je 13 metri.

Dale vime, ze broskvon stoji na uhlopii¢ce zahrady. Jak velkd muze byt plocha zahrady?
(M. Mach)

Napad. Uzijte vhodné Pythagorovu vétu, pfip. vétu opacnou.

Mozné feseni. Obdélnik predstavujici pudorys zahrady ozna¢ime ABC D, broskvon na
jedné z jeho thlopiicek je zastoupena bodem X. Reknéme, Ze dva sousedni rohy ze zadani
jsou A, B a plati |[AX| = 5, |[BX| = 12, |AB| = 13. (V8echny délky jsou v metrech
a jednotky dale nepiseme.) Tato &isla tvori pythagorejskou trojici, ¢ili plati 52 + 122 = 132.
Proto je trojuhelnik AX B pravouhly s pfeponou AB, tj. s pravym tuhlem u vrcholu X.

Bod X muze lezet bud na thlopfiéce AC nebo na uhlopti¢ce BD, budeme diskutovat
obé moznosti. V kazdém pripadé vzdalenost bodu X od druhého vrcholu na thlopricce
oznac¢ime z a neznamou délku strany obdélniku oznacime y. Ze zadanych informaci uréime
y, plocha zahrady (v metrech ¢tverecnich) pak bude rovna 13y.
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C B
L 12
13
X 5
D A
C B
12
13
X/
x 9]
D Y A

I. Bod X lezi na uhlopti¢ce AC. Podle Pythagorovy véty pro pravouhlé trojuhelniky
ABC a BXC sestavime soustavu dvou rovnic o dvou neznamych:

(5+)> = 13 47,
y2 =122 + 22

Do prvni rovnice dosadime za y? a vypocteme z:

(5+x)* =132 + 122 + 22,
25 + 10z 4+ z2 = 169 + 144 + 22,

10z = 288,
144
r=—.

5

Dosadime za x do druhé rovnice a vyraz upravime:

144

2 20736 24336
y2:122—|—<?> — 144 1 - .

25 25
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Odtud plyne, ze y = % a obsah obdélniku ABCD, tj. plocha zahrady (v metrech ¢tve-

re¢nich), v tomto pfipadé je:

156 2028
13- — = —— = 405,6.
) 5) ’

II. Bod X lezi na thlopti¢ce BD. Podle Pythagorovy véty pro pravouhlé trojuhelniky
DAB a DX A sestavime soustavu dvou rovnic o dvou neznamych:

(12 + 2)* = 13% + ¢,
y2 = 5% + 22

Do prvni rovnice dosadime za y? a vypocteme :

(12 + 2)* = 13% + 5% + 22,
144 + 242 + 2 = 169 + 25 + 22,

24x = 50,
25
r=—.
12

Dosadime za x do druhé rovnice a vyraz upravime:

9251 2 625 4225
) — 25 -

2 2
—5 (— D% 2459
y T 12 144~ 144

Odtud plyne, ze y = % a obsah obdélniku ABC'D, tj. plocha zahrady (v metrech ¢tverec-
nich), v tomto ptipadé je:

5 _ 8 - 7042,

13. — =
s 12 12

Poznamka. Vsimnéte si vypoc¢tu délky x. Dvojim uzitim Pythagorovy véty jsme v prvnim
piipadé odvodili, ze 5o = 144, coz odpovida |AX| - |XC| = |XBJ?. Uvedeny vypocet
v podstaté dokazuje, ze tato rovnost plati v libovolném pravothlém trojihelniku ABC),
kde X je pata vysky na preponu AC. Toto tvrzeni je zndmé jako Eukleidova véta o vysce.

Jiny napad. Vsimnéte si podobnych trojuhelniku.

Jiné resSeni. Pfi stejném znaceni jako vysSe mizeme jednotlivé moznosti diskutovat nasle-
dovné.

I. Bod X lezi na thlopticce AC. Trojuhelniky ABC a AX B jsou oba pravouhlé a maji
stejny vnit¥ni hel u spole¢ného vrcholu A. Tyto trojuhelniky jsou tedy podobné, a proto
plati:

IBC| |XB]
|AB| ~ [AX|’
neboli
y 12
13 5°

Odtud plyne, ze y = 12—6, a zaveér je stejny jako u predchoziho feseni.
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II. Bod X lezi na uhlopticce BD. Trojuhelniky DAB a AX B jsou oba pravouhlé
a maji stejny vnittni thel u spolecného vrcholu B. Tyto trojihelniky jsou tedy podobné,
a proto plati:

|DA| B |AX]|
|AB|  |XB|’
neboli
y _ 5
13 127

Odtud plyne, ze y = %, a zaver je stejny jako u predchoziho feseni.
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