60. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
. kolo kategorie Z9

Z9-11-1

CtyFmistnym palindromem nazveme kazdé ¢tyFmistné p¥irozené éislo, které méa na
misté jednotek stejnou cislici jako na misté tisicti a které zaroven mé na misté desitek
stejnou ¢islici jako na misté stovek. Kolik existuje dvojic ¢tyfmistnych palindromu, jejichz
rozdil je 36747 (L. Simiinek)

MozZné FeSeni. Jednotlivé ¢islice palindromu oznacime pismeny. Skute¢nost, ze dva ¢tyt-
mistné palindromy maji pozadovany rozdil, pak mizeme zapsat takto:

ABBA
-CDDC

3674

Ve sloupci tisict a ve sloupci jednotek se od¢itaji tytéz ¢islice. Ve sloupci tisict vidime,
ze A > C. Pfi od¢itani ve sloupci jednotek tedy nedochazi k ,,pfechodu pres desitku“ a plati

A—C =4 1)

Ve sloupci desitek a ve sloupci stovek, kde se odcitaji stejné cislice, dochazi ,k prechodu
pres desitku“, protoze ve vysledku je na misté desitek cislice o 1 vétsi nez na misté stovek.
Plati

10+B-D =1,

po upravé této rovnice dostaneme
D—-B=3. (2)

Jesté provedeme rozbor sloupce tisicli, abychom se pfesvédcili, ze zadany rozdil umoziuje
nalézt vyhovujici dvojice palindromt. Protoze pfi od¢itani ve sloupci stovek doslo k ,,pfe-
chodu pres desitku“, musi byt ve vysledku na misté tisici ¢islice o 1 mensi nez na misté
jednotek. Vidime, ze to je v zadaném rozdilu splnéno.

V zadéni je ¢tyfmistny palindrom definovan jako ¢tyfmistné pfirozené ¢islo uréitych
vlastnosti, proto A # 0 a C' # 0. M&-li byt navic splnén vztah (1), A miZe byt rovno pouze
Cislicim 9, 8, 7, 6 nebo 5 a C je pak vzdy o 4 mensi. Ze vztahu (2) dostavdme, Ze D mize
byt rovno jediné ¢islicim 9, 8, 7, 6, 5, 4 nebo 3 a B je vzdy o 3 mensi. Pismena A a C tak
muzeme nahradit péti riznymi dvojicemi ¢islic a pismena B a D sedmi rtiznymi dvojicemi
c¢islic. Tyto dvojice lze spolu jakkoli seskupovat, dohromady tak dostavame 5-7 = 35
ruznych dvojic palindromu s zZddanymi vlastnostmi.

Hodnoceni. 2 body za urceni, ve kterych sloupcich dochézi k pfechodu pfes desitku a ve
kterych ne; 2 body za poéty dvojic A, C a B, D; 2 body za vysledek. (Praci, v niZ se za C
chybné dosazuje 0 a kterd tak dochédzi k vysledku 6 - 7 = 42, mizete ohodnotit az 5 body.)

Z9-11-2
Na nasledujicim obrazku jsou rovnostranné trojuhelniky ABC, DBE, IEF a HIG.
Obsahy trojuhelniki DBE, IEF a HIG jsou v poméru 9 : 16 : 4. V jakém poméru jsou
1. délky tsecek HI a IF,
2. obsahy trojihelnikit ABC a HEC? (K. Pazourek)

MozZné feSeni. Pro dva rovnostranné trojuhelniky s délkami stran a, b plati, Ze pomér
jejich obsahti je a2 : b2. Opacné, jestlize pomér obsahtl je a? : b2, pak pomér stran je
a : b. Toto tvrzeni lze zdtivodnit obecnym pravidlem pro dva podobné utvary nebo taky
explicitnim vypoc¢tem, kde obsah rovnostranného trojuhelniku se stranou a je i\/ga?

1. Jestlize obsahy trojuhelnikit HIG a IEF jsou v poméru 4 : 16, pak pomér |HI| :
: |IE| jejich stran bude 2:4=1:2.

2. Pokud si zvolime jednotku j = 1|HI|, pak |IE| = |EF| = 4j. V rovnostranném
trojahelniku HEC plati |HI|+|[E| = |EF|+|FC|, |IE| = |EF|, proto |FC| = |HI| = 2j.
Déle z poméru 9 : 16 obsahti trojuhelniki DBE a IEF plyne, ze |BE|: |[EF| = 3 : 4, tedy
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BE|=-|EF|=--4j = 3j.

|BE| = J|EF|=7-4j=3j
Tedy strana BC' trojtihelniku ABC ma velikost

|BC| = |BE|+ |EF|+ |FC| =3j + 45 +2j = 9j.
Podobné délka strany HE trojihelniku HEC je
|HE| = |HI|+ |IE| =2j 4+ 4j = 6.

Pomeér stran trojuhelnikit ABC a HEC je 9 : 6, po zkraceni 3 : 2. Pomér obsahi téchto
trojthelniki je 32:22 =9 : 4.

Hodnoceni. 1 bod za tvodni Gvahu; 1 bod za prvni éast tlohy; po 1 bodu za vyjddieni
stran trojihelniki HEC a ABC; 2 body za vypocet poméru obsahti trojihelniki ABC
a HEC. (Vysledné poméry nemusi byt uvedeny v zdkladnim tvaru.)

Jiné fesSeni. Rozdélme trojuhelnik ABC na rovnostranné trojihelnicky s délkou strany
%|HI\ = 1j. Pomér 9 : 16 : 4 obsaht trojuhelniki DBE, IEF, HIG udava i pomér poc¢ti
téchto trojihelnicki v prislusnych trojuhelnicich. Protoze trojihelnik HIG je rozdélen na
4 trojthelnicky, pak musi trojahelniky IEF a DBE sestavat ze 16 a 9 trojihelnicki.
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Z obréazku plyne nasledujici:

1. Pomér |HI|: |[E|je2j:4j=1:2.

2. Pomér Sypc : Supc je shodny s pomérem pocti trojihelnick obsazenych v téchto
trojuhelnicich, tedy 81:36 =9 : 4.

Hodnoceni. 1 bod za rozdéleni trojuhelniki HIG a IEF na trojahelnicky; 1 bod za
vypocet poméru |HI| : |IE|; 2 body za rozdéleni zbylé plochy trojihelniku ABC' na
trojahelnicky; 2 body za vypocéet poméru Sapc : Sppc. (Vysledné poméry nemusi byt
uvedeny v zakladnim tvaru.)

Z9-11-3

Maéame ¢tverce ABCD a K LM N. Délky stran obou ¢tverci jsou v centimetrech vyja-
dfeny celym ¢islem. Bod K je vnitinim bodem tsecky AB, bod L lezi v bodé B a bod M
je vnitfnim bodem tsecky BC. Obsah Sestitthelniku AKX NMCD je 225cm?. Jakj mize
byt obvod tohoto Sestitthelniku? Najdéte vSechny moznosti. (L. Simiinek)

MozZné feseni. Délku strany ¢tverce ABC'D oznadime a a délku strany ¢tverce K LM N
oznaéime b, obé& v centimetrech (obrazek). Uloha se pt4 na obvod Sestitthelniku AK NMCD,
a ten je stejny jako obvod ¢tverce ABC D, tj. 4a.

D c
N M
a
b
A K B=1L

Obsah Sestitthelniku AKNMCD je roven
a®>—b?>=(a—b)(a+b) =225

Protoze podle zadani je bod K vnitinim bodem tusecky AB a L = B, je jasné, ze b # 0
a b < a. Cinitelé @ — b a a + b jsou tedy dvé riizné pfirozend ¢isla. V tabulce nize uvadime
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vSechny rozklady ¢isla 225 na souéin dvou rtiznych prirozenych éisel (pfi jejich hleddni nam
pomiiZe rozklad é&sla 225 na prvoécinitele: 225 = 3% - 52). V tabulce neuvadime konkrétni
hodnoty a a b, protoZe je pro FeSeni tlohy nepotfebujeme. AvSak ve t¥etim sloupci, kde
seCtenim Cinitelt @ — b a a + b dostavame 2a, kontrolujeme, zda jsme ziskali sudé cislo,
tedy zda a je Cislem celym. Je-li a celé cislo, uvadime ve ¢tvrtém sloupci hodnotu 4a jako
mozny obvod Sestitthelniku AKNMCD.

a—1b a+b 2a 4a
1 225 226 452
3 75 78 156
5 45 50 100
9 25 34 68

Uloha mé &tyfi FeSeni: obvod Sestitthelniku AKX NMCD mize byt 68cm, 100 cm,
156 cm a 452 cm.

Jiné reSeni. Délku strany ¢tverce ABCD ozna¢ime a a délku strany ¢tverce K LM N
oznaéime b. Sestitthelnik AKNMCD lze beze zbytku rozdélit na dva stejné obdélniky
a Ctverec, jehoz stranu oznacime c, vSe v centimetrech, viz obrazek.

D c
|
l
|
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C

a
b

A K B=1L

Protoze podle zadani je bod K vnitinim bodem tsecky AB a L = B, je zfejmé, Ze
b>0ac>0.Délky a, b jsou podle zadani cela ¢isla, délka ¢ rovnéz, protoze ¢ = a — b.
Obsah Sestitthelniku AK N MCD mizeme vyjadiit takto:

225 = 2bc + 2.

Do této rovnice budeme za ¢ postupné dosazovat prirozend cisla a vzdy urcime, zda b
vychazi také jako prirozené ¢islo. Tento postup ukazuje nasledujici tabulka, v niz vynecha-
vame provéfovani vSech sudych c. Pokud by totiz ¢ bylo sudé, z vySe uvedené rovnice by
vyraz 2bc vysel jako lichy a b by tak nemohlo byt celé ¢islo.
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c 2bc = 225 — ¢? b= 2bc: 2c

1 224 112

3 216 36

5 200 20

7 176 176 neni délitelné ¢islem 7
9 144 8

11 104 104 neni délitelné ¢islem 11
13 56 56 neni délitelné ¢islem 13
15 0 0

Uz jsme uvedli, ze b > 0, a proto posledni fadek nevede k FeSeni tlohy. V hledani
moznjrch fedeni dale nepokracujeme, protoze b by evidentné vychéazelo jako zaporné. Uloha
ma tedy pravé ¢tyti feSeni. Pozadovany obvod Sestitthelniku AKX N MCD vypocitdme jako
4b + 4c. Obvod daného Sestitthelniku tak muze byt 68 cm, 100 cm, 156 cm nebo 452 cm.

Hodnoceni. Za kazdy vysledny obvod 1 bod; 2 body za vysvétleny postup, ktery musi
ukazovat, Ze neni vice feSeni.

Z9-11-4
Martina si vymyslela postup na vjrobu ¢iselné posloupnosti. Zacala ¢islem 128. Z néj
odvodila dalsi ¢len posloupnosti takto: 82 +5 = 64 + 5 = 69. Potom pokradovala stejnym
zpiisobem dale a z &isla 69 dostala 92 + 5 = 81 + 5 = 86. Vidy tedy z predchoziho ¢lenu
posloupnosti vezme ¢islici na misté jednotek, umocni ji na druhou a k této mocniné pficte
konstantu 5.
1. Jaké je 2011. ¢islo takto vzniklé posloupnosti?
2. Martina opét zacala ¢islem 128, ale misto ¢isla 5 zvolila jako konstantu jiné prirozené
¢islo. Tentokrat ji na 2011. misté vyslo ¢islo 16. Jakou konstantu zvolila v tomto
pripadé? (M. Dillingerovd)

MozZné FeSeni. Pti vytvafeni dalsiho ¢isla v posloupnosti vyuzivame z predchoziho ¢isla
pouze ¢islici na misté jednotek. Protoze ¢islic je pouze deset, po nékolika éislech posloup-
nosti se musi zacit ¢isla opakovat (ale ne nutné od prvniho, tj. od ¢&isla 128).
1. Budeme postupné vypisovat ¢isla Martininy posloupnosti, a to tak dlouho, dokud
se nezacnou opakovat:
e 1. ¢islo: 128,

e 2. ¢islo: 69,

e 3. Cislo: 86,

e 4. &slo: 62 +5 =41,
e 5. &slo: 12 +5 =6,
e 6. ¢islo: 62 + 5 = 41,
e 7. ¢slo: 1245 =6,
e atd.

Je zfejmé, ze od 4. &isla se v posloupnosti pravidelné st¥idaji éisla 41 a 6. Cislo 41 se
vyskytuje vzdy na sudém misté (poc¢inaje ¢tvrtym), ¢islo 6 vzdy na lichém misté (pocinaje
patym). My hleddme 2011. ¢islo. ProtoZe 2011 je liché, je na tomto misté ¢islo 6.
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2. Cislo 16 vzniklo jako soucet druhé mocniny jednomistného &isla (&islice na misté
jednotek predchoziho ¢isla) a nezndmé konstanty. Pfedchozi ¢islo mize mit na misté jed-
notek jediné éislici 0 nebo 1 nebo 2 nebo 3, takZe hledand konstanta muZe byt (po fadg)
16, 15, 12 nebo 7. Kdyby totiz byla na misté jednotek predchoziho ¢isla ¢islice 4 nebo vétsi,
nebyla by hledana konstanta pfirozené cislo.

Nyni vyzkousime, ktera z konstant 16, 15, 12 a 7 vyhovuje zadani. Postup je analogicky
postupu z 1. ukolu.

a) Konstanta 16:

. Cislo: 128,

. Gislo: 82 + 16 = 80,

. &islo: 02 + 16 = 16,

. &islo: 62 + 16 = 52,

. ¢islo: 22 + 16 = 20,

. &islo: 0% + 16 = 16,

. &islo: 62 + 16 = 52,

atd.

QOd 3. ¢isla se v posloupnosti opakuji ¢isla 16, 52 a 20. Zaméfime se pouze na prislusnych
2009 éisel (tj. 3. az 2011.). Protoze 2009 : 3 je 669, zbytek 2, bude na 2011. misté druhé
z opakujicich se ¢isel, tj. ¢islo 52. Konstanta 16 tedy pozadavkim ze zadani nevyhovuje.

b) Konstanta 15:
. Cislo: 128,
. ¢islo: 82 + 15 = 79,
. &islo: 92 + 15 = 96,
. &islo: 62 + 15 = 51,
. &islo: 12 + 15 = 16,
. &islo: 62 + 15 = 51,
atd.
Od 4. ¢isla se v posloupnosti stfidaji ¢isla 51 a 16; ¢islo 51 na sudych mistech, ¢islo 16
na lichych mistech. To znamen4, Ze na 2011. mist& (tj. lichém mist&) bude éislo 16. Cislo
15 muze byt hledanou konstantou.

c) Konstanta 12:
. Cislo: 128,
. Cislo: 8% + 12 = 76,
. Gislo: 62 + 12 = 48,
. &islo: 82 +12 = 76,
atd.
Od 2. ¢isla se v posloupnosti stfidaji ¢isla 76 a 48, takze ¢islo 16 v této posloupnosti
viibec neni. Konstanta 12 tedy nevyhovuje.

d) Konstanta 7:
. Cislo: 128,
. Gislo: 82 +7="11,
L &islo: 12 +7=8,
. &islo: 82 +7 =171,
atd.
Od 2. ¢isla se v posloupnosti stfidaji ¢isla 71 a 8, takze ¢islo 16 se nevyskytuje ani
v této posloupnosti. Konstanta 7 tedy rovnéz nevyhovuje.
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V pribéhu feseni jsme nasli pouze jediné vyhovujici ¢islo a to ¢islo 15, které si Martina
zvolila jako novou konstantu.

Jiné FeSeni 2. tikkolu. Neznamé konstanta je néjaké pfirozené ¢islo. Nemtizeme vyzkouset
vSechna pfirozena ¢isla, ale pfitom potfebujeme mit jistotu, Ze nalezneme vSechna feseni
ulohy. Jak uz bylo fedeno pfi feseni 1. ukolu, kazdé ¢islo v posloupnosti ovliviiuje jen
¢islice na misté jednotek predchoziho ¢isla a pficitana konstanta. Proto napf. pfi pouziti
konstanty 1 a 11 dostaneme sice rizné posloupnosti, ale odpovidajici si ¢isla budou mit
vzdy stejnou ¢islici na misté jednotek. Stejné ¢islice na misté jednotek budou vychézet pro
libovolné konstanty ze skupiny 1, 11, 21, 31, ... Podobné pfi pouziti konstanty ze skupiny
2,12, 22,32, ... nebo 3, 13, 23, 33, ... atd.

Nejprve proto ur¢ime, se kterou takovou skupinou konstant viibec dostavame na misté
jednotek ¢islici 6, poté se soustfedime na 2011. ¢islo v odpovidajici posloupnosti. Za timto
Gcelem postaci provérit pouze posloupnosti uréené konstantou 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9 a 10.

konstanta posloupnost
128, 65, 26, 37, 50, 1, 2, 5, 26, ...
128, 66, 38, 66, ...
128, 67,52, 7, ...
128,68, ...
128, 69, 86, 41, 6, 41, ...
128, 70, 6, 42, 10, ...
128, 71, 8, ...
128, 72, 12, ...
128,73, 18, ...
128, 74, 26, 46, ...
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O ||| |o| =] WwW|N

—
(=)

Cislice 6 se na misté jednotek objevuje pouze v posloupnostech uréenych konstantou 1, 2,
5, 6 nebo 10. Tyto pripady budeme nyni diskutovat podrobnéji.

a) Konstanta 1. V odpovidajici posloupnosti se od 3. ¢isla na misté jednotek opakuji
po Fadé éislice 6, 7, 0, 1, 2, 5. ZaméFime se pouze na piislusnych 2009 ¢éisel (tj. 3. az 2011.).
Protoze 2009 : 6 je 334, zbytek 5, bude mezi nimi 334 tplnych Sestic éisel (koncicich 6, 7,
0, 1, 2, 5) a z nésledujici Sestice prvnich pét. To znamend, Ze 2011. éislo posloupnosti méa
na misté jednotek ¢islici 2. Takze konstanta, kterou Martina pfic¢itala, nebyla ze skupiny
konstant konéicich ¢islici 1.

b) Konstanta 2. Na misté jednotek se st¥idaji po fadé ¢islice 8 a 6. Protoze ¢islo 2011
je liché, bude na misté jednotek pfislusného ¢isla posloupnosti ¢islice 8. Takze konstanta,
kterou Martina pficitala, nebyla ani z této skupiny.

¢) Konstanta 5. Od 3. ¢isla se stfidaji na misté jednotek po fadé éislice 6 a 1; &islice
6 u c¢isel na lichych mistech, ¢islice 1 u ¢isel na sudych mistech. Protoze ¢islo 2011 je liché,
bude na misté jednotek piislusného ¢isla posloupnosti ¢islice 6. Takze konstanta, kterou
Martina pricitala, mohla byt z této skupiny.

Z predchoziho, tj. 2010. ¢isla pfi¢itame 1 k hledané konstanté, ¢imz dostaneme uvadéné
¢islo 16. Martina tedy mohla pric¢itat konstantu 16 — 1 = 15.
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d) Konstanta 6. Po¢inaje 2. éislem se na misté jednotek opakuji po fadé ¢islice 0,
6 a 2. ZaméFime se pouze na piislusnych 2010 ¢isel (tj. 2. az 2011.). Protoze 2010 : 3 = 670
(beze zbytku), budou tvofit 670 aplngch trojic ¢isel (koncicich 0, 6 a 2). To znamena, zZe
2011. ¢islo posloupnosti ma na misté jednotek ¢islici 2 a ze Martina nepric¢itala konstantu
z této skupiny.

e) Konstanta 10. Na misté jednotek se poéinaje 3. ¢islem vyskytuje pouze éislice 6.
Takze konstanta, kterou Martina pficitala, mohla byt i z této skupiny.

7 predchoziho, tj. 2010. &sla pricitame 62 = 36 k hledané konstanté, ¢imz mame dostat
¢islo 16. Toho lze docilit jen odeétenim (nikoli pfi¢tenim) pFirozeného &isla, takze Martina
nemohla pfic¢itat konstantu z této skupiny.

Pouze v odstavci ¢) jsme nasli jedinou konstantu, kterou mohla Martina pfiéitat, bylo
to ¢islo 15.

Poznamka. Misto konstanty 10 mtzeme provéfovat konstantu 0. To sice neni pfirozené
¢islo (tedy ona sama nemuZe byt hledanym FeSenim), ale patii do stejné skupiny jako 10
a pocitani s ni je jednodussi.

Hodnoceni. 1 bod za tvahu o opakovani ¢islic na misté jednotek (véetné odivodnéni);
2 body za nalezeni ¢isla 6 v prvnim tkolu a vysvétleni postupu; 3 body za nalezeni kon-
stanty 15 a prislusné zdivodnéni. Jestlize Fesitel po nalezeni konstanty 15 jiz dalsi feSeni
nehledal, udélte mu celkem nejvyse 5 bodi.



