60. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z5

Z5-1-1

Vitek mé napsana dveé ¢isla, 541 a 293. Z Sesti pouzitych ¢islic mé nejprve vyskrtnout
dvé tak, aby soucet dvou takto ziskanych cisel byl nejvétsi mozny. Poté mé z pivodnich
Sesti ¢islic vyskrtnout dvé tak, aby rozdil dvou takto ziskanych ¢isel byl nejmensi mozny
(odecitad mensi ¢islo od vétsiho). Které ¢islice méa vyskrtnout? (M. Petrova)

Mozné feseni. Nejprve budeme vyskrtavat ¢islice tak, aby byl soucet co nejvétsi. Bud
miuzeme dveé ¢islice vyskrtnout z prvniho c¢isla, nebo mtizeme dvé ¢islice vyskrtnout z druhé-
ho, nebo je moznost vyskrtnout z kazdého ¢isla po jedné ¢islici. V kazdém pripadé skrtame
Cislice tak, aby vysledny s¢itanec byl co nejvétsi. Dostavame tato cisla:

e skrtneme 4 a 1, zbyde 5 a 293: soucet 298,

e skrtneme 2 a 3, zbyde 541 a 9: soucet 550,

e skrtneme 1 a 2, zbyde 54 a 93: soucet 147.

Vidime, Ze nejvétsi soucet (550) ziskdme po vyskrtnuti éislic 2 a 3 z druhého déisla.
Nyni budeme hledat nejmensi rozdil. Opét mizeme vyskrtnout dvé cislice z prvniho

¢isla, nebo dvé cislice z druhého, nebo z kazdého c¢isla po jedné ¢islici. Kdybychom vyskr-
tavali dvé cislice z jednoho cisla, byl by rozdil vzdy trojmistné ¢islo. Kdyz vyskrtavame
z kazdého cisla po jedné cislici, dostaneme tato cisla:
skrtneme 5 a 2, zbyde 41 a 93: rozdil 52,
Skrtneme 5 a 9, zbyde 41 a 23: rozdil 18,
skrtneme 5 a 3, zbyde 41 a 29: rozdil 12,
skrtneme 4 a 2, zbyde 51 a 93: rozdil 42,
skrtneme 4 a 9, zbyde 51 a 23: rozdil 28,
skrtneme 4 a 3, zbyde 51 a 29: rozdil 22,
skrtneme 1 a 2, zbyde 54 a 93: rozdil 39,
skrtneme 1 a 9, zbyde 54 a 23: rozdil 31,
skrtneme 1 a 3, zbyde 54 a 29: rozdil 25.

Vidime, Ze nejmensi rozdil (12) ziskdme vyskrtnutim 5 z prvniho ¢isla a 3 z druhého
¢isla.

7Z5-1-2
V Trpasli¢im kralovstvi méfi vzdalenosti v pohddkovych milich (pm), v pohddkovych
sdzich (ps) a v pohadkovych loktech (pl). Na vstupni brané do Trpasli¢iho kralovstvi je
nasledujici tabulka pro prevody mezi jejich jednotkami a nasSimi:
e 1pm = 3,85m,
e 1ps =105cm,
e 1pl =250 mm.

Kral Trpaslik I. nechal premérit vzdalenost od zamecké brany k pohadkovému jezirku.
3pm 2ps 43pl a tfeti 6pm 1ps 1pl. Jeden z nich se vsak zmylil. Jaka je vzdalenost
v metrech od zadmecké brany k pohadkovému jezirku? O kolik centimetrii se spletl nepiesny
zemémeéric? (M. Petrova)



Mozné reSeni. Nejprve si prevedeme pohdadkové miry napt. na centimetry:

1pm = 385cm, 1 ps = 105cm, 1pl = 25cm.

vvvvv

1. zemémeéri¢ naméril 4 pm 4 ps 18 pl, tj.
4-385+4-105+ 18 -25 = 1540 + 420 + 450 = 2410 (cm).
2. zeméméri¢ naméril 3 pm 2 ps 43 pl, tj.
3-385+2-105+43-25 =1155+ 210+ 1075 = 2440 (cm).
3. zemeémeéric nameéril 6 pm 1 ps 1pl, tj.
6-385+1-105+1-25=2310+ 105+ 25 = 2440 (cm).

Vzdalenost od zamecké brany k pohddkovému jezirku je 2440cm = 24,4m. Prvni
zemémeéric se spletl o 2440 — 2410 = 30 (cm).

Z5-1-3
Cty¥i kamaradi Adam, Mojmir a dvojcata Petr a Pavel ziskali v hodindch matematiky

vvvvvv

byl Mojmir. Kolik jich ziskal Adam? (M. Volfova)

Mozné FeSeni. Vsech smajliku je 52, pritom dvojcata jich ziskala 33 a Adam alespon
jeden. Pro Mojmira zbyva nejvyse 52 — 33 — 1 = 18 smajlikti. Aby jich mél nejvic ze vSech,
miize kazdé z dvojcat mit nejvyse 17 smajliki. To ale znamend, ze jich Petr ziskal praveé
17 a Pavel 16, nebo naopak. Kdyby mél totiz jeden méné nez 16, musel by mit druhy vic
nez 17 tak, aby dohromady meéli 33. Odtud také vyplyva, ze Mojmir nemohl ziskat méné
nez 18 smajlikii, aby mél vic nez kazdé dvojce. Proto Mojmir ziskal pravé 18 smajlikti a na
Adama tak zbyva jeden smajlik :-).

Jiné resSeni. Vime, Ze dvojcata ziskala dohromady 33 smajliki a pritom kazdy alespon
jeden. Kdyby Petr ziskal 32 smajlikti a Pavel jeden, musel by jich Mojmir ziskat alespon
33, aby mél ze vSech nejvic. Pak by ale vSichni dohromady i s Adamem meéli alespon
33 + 33 + 1 = 67 smajlikli, coz neni mozné, protoze ze zadani vime, ze dohromady maji
52. Podobné, kdyby Petr ziskal 31 smajlikid a Pavel 2, musel by Mojmir mit alespon 32,
dohromady s Adamem pak 33+32+1 = 66, coz je stale moc. .. Stejnou ivahou lze vyloucit
vSechny moznosti rozdéleni smajliki mezi dvojcaty az na nasledujici pripad: Petr 17, Pavel
16 (nebo opa¢né), potom Mojmir 18 a Adam 1.



Z5-1-4

Pan Tik a pan Tak prodavali budiky v prodejnach Pfed Rohem a Za Rohem. Pan Tik
tvrdil, ze Pfed Rohem prodali o 30 budikt vice nez Za Rohem, zatimco pan Tak tvrdil, ze
Ptfed Rohem prodali ttikrat vice budiki nez Za Rohem. Nakonec se ukazalo, ze Tik i Tak
méli pravdu. Kolik budiki prodali v obou prodejnach celkem? (L. Hozovad)

Mozné treseni. Z Takovy informace plyne, Ze pokud pocet budikt prodanych v prodejné
Za Rohem predstavuje jeden dil, pak pocet budiki prodanych v prodejné Pied Rohem
predstavuje tfi tyto dily. Z Tikovy informace potom vyplyva, ze dvéma témto dilim od-
povida 30 budikt. Pocet budiki v obou prodejnach odpovidéa ctyrem dilim, celkem tedy
prodali 30 + 30 = 60 budikt.

Poznamka. Jednomu dilu odpovida 15 budika (30 : 2 = 15), takze v prodejné Za Rohem
bylo prodano 15 budikt. V prodejné Pfed Rohem prodali 45 budikt, protoze 3 - 15 = 45.
V obou prodejnach pak prodali celkem 15 + 45 = 60 budik.

Z5-1-5
Do krouzki na obrazku doplinte ¢isla 1, 2, 3, 4, 5, 6 a 7 tak, aby soucet cisel na kazdé
vyznacené linii byl stejny. Zadné éislo piitom nesmi byt pouzito vickrat.

()
/

(M. Smitkovd)

MozZné fesSeni. ZkouSenim nachizime tato tfi feSeni:

® ® ® » @ ®
© @ e>o ® B
1 (6) 3 4 (3) 5 4 (1) 7

Zkouseni mtzeme s vyhodou zac¢inat napi. vyplnénim dvou krouzkid na svislé linii
vpravo. Jako jedind obsahuje pouze dvé policka, proto do nich patii spiSe vétsi cisla.

Hodnoceni. I jediné spravné feseni bez komentare ohodnotte ,vyborné“.

Poznamka. Soucet vSech pouzitych cisel je 1 +2+3+4+5+ 6+ 7 = 28. VSimneme
si krouzku v levém dolnim rohu. Vychézi z néj tfi tsecky, na kazdé z nich lezi dalsi dva
krouzky. Tim méame spojeno vSech sedm krouzki.

Zjistime, Ze ¢islo v levém dolnim rohu nemtize byt libovolné: Soucet ¢isel ve zbylych
dvou krouzcich na kazdé ze tii zminovanych linii musi byt stejny. Trojnasobek tohoto
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souctu je proto stejny jako rozdil mezi 28 a ¢islem v levém dolnim rohu. Proto v levém
dolnim rohu mize byt jediné 1, 4 nebo 7.

Potom soucet zbylych dvou ¢isel na zminovanych liniich je po fadé€ 9, 8 nebo 7, a soucet
vSech ¢isel na jedné linii je po fadé 10, 12 nebo 14. Na zakladé téchto souctti rozdélime
zbyla ¢isla do dvojic a z kazdé dvojice vybereme jedno tak, aby soucet téchto tii vybranych
¢isel byl rovnéz 10, 12 nebo 14. Tato tfi ¢isla budou lezet na zatim nevybrané thlopiicce.
Podobnym zptisobem vybereme dvojici ¢isel na pravou stranu c¢tverce. Tak ziskavame vyse
uvedena tii feseni a zaroven mame ovéreno, ze zadné dalsi feSeni uz neni.

7Z5-1-6

Pani Siroks ¢ekala vecéer hosty. Nejprve pro né pfipravila 25 chlebickti. Pak spoditala,
ze by si kazdy host mohl vzit dva, tii by se vSak na vSechny nedostaly. Rekla si, ze kdyby
vyrobila jesté 10 chlebickl, mohl by si kazdy host vzit tfi, ale ¢tyTfi ne kazdy. To ji prislo
stale malo. Nakonec uchystala dohromady 52 chlebickt. Kazdy host by si tedy mohl vzit
¢tyti chlebicky, ale pét by se na vSechny nedostalo. Kolik hostti pani Siroka o¢ekavala? Ona
sama drzi dietu a vecer nikdy neji. (L. Siminek)

Mozné reseni. Nejprve pracujme s ¢asti zadani, kde se uvazuje o 25 chlebiccich. Podle
ni pani Sirokd oéekévala nejvyse 12 hostil, protoze 25 : 2 = 12, zbytek 1, coz znamena,
ze 12 lidi by si mohlo vzit po dvou chlebiccich, pak by vsSak zbyl pouze jediny. Zde téz
zjistujeme, ze pani Siroka éekala vice nez 8 hostil, protoze 25 : 3 = 8, zbytek 1, coz
znamena, ze pii 8 hostech by si vSichni mohli vzit po tfech chlebiccich. Zatim tedy pripada
v uvahu, ze mélo prijit 9, 10, 11 nebo 12 host1.

Ted uvazujme pouze o ¢asti zadani, v niz se hovori o 35 chlebiécich. Uréime, Ze pani
Siroka poéitala maximalné s 11 hosty, jelikoz 35 : 3 = 11, zbytek 2, a vice nez s 8 hosty,
jelikoz 35 : 4 = 8, zbytek 3. Tedy pani Siroka mohla ¢ekat 9, 10 nebo 11 hostfi.

Déle pracujme jen s rozvahou nad 52 chlebi¢ky. Podle ni pani Siroké ¢ekala nejvyse
13 hostt, protoze 52 : 4 = 13, a pfitom vice nez 10 hosti, protoze 52 : 5 = 10, zbytek 2.
Pocitala tedy s 11, 12 nebo 13 hosty.

Vidime, ze se vSemi udaji v zadani se shoduje jediny pocet hostti, a to 11.

Jiné FeSeni. Stejné jako v prvnim odstavci pfedchoziho feSeni uréime, Ze pani Siroka
mohla ocekavat 9, 10, 11 nebo 12 hosti. Pro kazdy pocet zjistime, zda odpovida i dalsim
udajiim v zadani.

9 hostti: Pri 35 chlebiccich by si vSichni mohli vzit po tfech chlebiccich a nikoli po
¢tyfech, nebot 9-3 < 35 a 9-4 > 35. Pti 52 chlebiccich by si kazdy mohl vzit ¢tyti chlebicky,
ale dokonce i pét, protoze 9-4 < 5219 -5 < 52. Tento pocet hostii zavrhujeme.

10 hostti: Pii 35 chlebiccich by si vSichni mohli vzit po tfech chlebic¢cich a nikoli po
¢tyrech, ponévadz 10 -3 < 35 a 10-4 > 35. Pii 52 chlebiccich by si kazdy mohl vzit
¢tyti chlebicky, ale dokonce i pét, protoze 10-4 < 521 10 -5 < 52. Tento pocet hostt téz
zavrhujeme.

11 hostti: Pii 35 chlebiccich by si vSichni mohli vzit po tfech chlebic¢cich a nikoli po
¢tytech, protoze 11 -3 < 35 a 11 -4 > 35. Pti 52 chlebiccich by si vSichni mohli vzit po
¢tyfrech chlebiccich a nikoli po péti, jelikoz 11 -4 < 52 a 11 -5 > 52. Tento pocet hostil
odpovida celému zadani.

12 hosti: Pti 35 chlebiccich by si nemohli vSichni vzit po tfech chlebiccich, protoze
12 -3 > 35. Tento pocet hostii zavrhujeme.

Pani Siroks éekala 11 host.



60. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

|. kolo kategorie Z6

Z6-1-1

Kdyz Botek natiral vrata garaze, pretfel omylem i stupnici nasténného venkovniho tep-
loméru. Trubicka se rtuti vsak ziistala neposkozend, a tak Borek ptivodni stupnici prelepil
paskem vlastni vyroby. Na né€j pecliveé vyrysoval dilky, vSechny byly stejné velké a oznacené
¢isly. Jeho dilek mél vsak jinou velikost nez ptivodni dilek, ktery predstavoval jeden stupen
Celsia, a i nulu Borek umistil jinam, nez kde bylo 0°C. Takto zacal Borek mérit teplotu
ve vlastnich jednotkach: borcich. Kdyz by mél teplomér ukazovat teplotu 11 °C, ukazoval
2 borky. Kdyz by mél ukazovat —4 °C, ukazoval —8 botkt. Jaka je teplota ve stupnich
Celsia, vidi-li Bofek na svém teploméru teplotu —2 borky? (L. Simiinek)

Mozné teSeni. Pii 11 °C ukazuje teplomér 2 borky. Kdyz teplota klesne na —4 °C, tedy
o 15°C, ukazuje teplomér —8 botki, tedy o 10 borki méné nez v prvém pripadé. Zména
teploty o 10 bork® odpovida zméné o 15°C, tudiz zména o 1 bofek predstavuje zménu
0 1,5°C. Teplota —2 borky, na kterou se pta tiloha, je o 4 borky mensi nez teplota uvedena
v uvodu naseho feseni. Teplota —2 borky je proto ve stupnich Celsia rovna

11—-4-15=5.

Jiné Feseni. Ulohu lze fesit i graficky napf. na milimetrovém papire:

borky oC
) S — |
-8 Ty

Z6-1-2
Zacinajici pisnickar prodaval vzdy po vystoupeni CD se svou hudbou. Ve ¢tvrtek

prodal osm stejnych CD. Den nato uz nabizel i své nové CD a lidé si tak mohli koupit to
samé jako ve ¢tvrtek nebo nové. V sobotu chtéli vSichni posluchac¢i nové CD a pisnickar jich
prodal ten den Sest. V jednotlivych dnech utrzil 590 K¢, 720 K¢ a 840 K¢, neprozradime
vSak, ktera castka patii ke kterému dni.

e Kolik stalo starsi CD?

e Kolik novych CD prodal v patek?

(L. Siminek)

Mozné feseni. Nejprve se pokusime pfifadit jednotlivé ¢astky ke dntim. Ctvrteéni trzba
musi byt ndsobkem osmi, sobotni nasobkem Sesti. Cisla 720 a 840 jsou obé& nasobky Sesti
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i osmi. Cislo 590 neni nésobkem Sesti ani osmi. Tedy pisnickat bud utrzil a) ve étvrtek
720 K¢ a v sobotu 840 K¢ nebo b) naopak. V patek ziskal ur¢ité 590 K¢é. Provéime obé
moznosti.

a) Cena starého CD by byla 720 : 8 = 90 (K¢) a cena nového 840 : 6 = 140 (K<¢).
Ovérime, zda lze z uvedenych dvou cen slozit patecnich 590 K¢. Uvazujme postupné rtizné
pocty novych CD, jejich celkovou cenu vzdy odec¢téme od 590 K¢ a sledujme, zda je vysledny
rozdil délitelny cislem 90.

za nova CD 0 1-140 2-140 3140 4-140

za stard CD 590 450 310 170 30

Tabulka ukazuje, ze z cen 90 K¢ a 140 K¢ lze slozit ¢astku 590 K¢, a to jedinym zptisobem:
1-140+5-90.

b) Cena starého CD by byla 840 : 8 = 105 (K¢) a cena nového 720 : 6 = 120 (K¢).
Podobné jako v predchozim ptipadé ovérime, zda lze z uvedenych dvou cen slozit patecnich
590 K¢é. (Tabulka bude jednodussi, uvazime-li dopfedu, Ze patecéni trzba za stard CD musi
mit na misté jednotek nulu, aby i trzba za nova CD méla na misté jednotek nulu.)

za stard CD 0 2.105 4-105

za nova CD 590 380 170

Tabulka ukazuje, Ze z cen 105 K¢ a 120 K¢ nelze slozit 590 K¢.
Uloha ma jediné feSeni: staré CD stalo 90 K¢ a v patek pisni¢kaf prodal jedno nové CD.

Z6-1-3

Vojta napsal ¢islo 2010 stokrat bez mezer za sebou. Kolik ¢tyfmistnych a kolik pé-
timistnych soumérnych ¢isel bylo ukryto v tomto zapise? (Soumérné ¢islo je takové ¢islo,
které je stejné, je-li ¢teno zepredu i zezadu, napt. 39193.) (L. Hozova)

MozZné feseni. Vojtuv zapis zacina takto: 2010201020102010. . . Kdyby Vojta napsal 2010
dvakrat za sebou, bylo by v zapise jedno pétimistné soumérné ¢islo 20102 a jedno pétimistné
soumérné ¢islo 10201. Kdyby napsal 2010 tiikrat za sebou, bylo by v zapise kazdé z vyse
uvedenych soumérnych éisel dvakrat. Pokracujeme-li v této tvaze dal, zjistujeme, ze kdyz
Vojta napsal 2010 stokrat za sebou, bylo v zapise kazdé uvedené soumérné cislo 99krat, t;.
99krat cislo 20102 a 99krat cislo 10201.

V zépise tedy bylo ukryto 2 - 99 = 198 pétimistnjch soumérngch ¢&isel. Ctyimistna
soumeérna cisla v zapise nejsou.



Z6-1-4
Soucin vekt dédy Vendelina a jeho vnoucat je 2010. Soucet véki vSech vnoucat je 12

a zadné dveé vnoucata nemaji stejny pocet let. Kolik vnoucat ma déda Vendelin?
(L. Hozovad)

MozZné reseni. Prvociselny rozklad ¢isla 2010 je 2 -3 -5 - 67. Moznost, Ze by dédovi bylo
2 .67 = 134 ¢ dokonce vice, muizeme ihned zavrhnout (a i kdybychom tak vysoky veék
dédy pfipustili, stejné by nevedl k feSeni tlohy). Dédav vék tak musi byt 67 a soucin véku
jeho vnoucat je roven 2 -3 -5 = 30. Najdeme vSechny rozklady c¢isla 30 na soucin riznych
prirozenych cisel a provérime, kdy tato cisla davaji soucet 12:

1-30=2-15=3-10=5-6=1-2-15=1-3-10=1-5-6=2-3-5=1-2-3-5.

Patii¢ny soucet ¢isel je pouze v rozkladu 1-5 - 6. Déda Vendelin mé tedy tfi vnoucata,
ktera jsou ve véku 1 rok, 5 let a 6 let.

Z6-1-5

Na tabore se dva vedouci se dvéma taborniky a psem potiebovali dostat pres feku
a k dispozici méli jen jednu lodku o nosnosti 65 kg. Nastésti vSichni (kromé psa) dokazali
lodku pres feku prevézt. Kazdy vedouci vazil ptiblizné 60 kg, kazdy tabornik 30 kg a pes
12 kg. Jak si méli pocinat? Kolikrat nejméné musela lodka prekonat feku? (M. Volfovd)

Mozné reSeni. Nejprve se prevezou oba hosi (1), jeden se vrati zpét (2), pak pojede na
druhy bfeh vedouci (3), zpét se prepravi druhy chlapec (4), opét oba chlapci na druhy
bteh (5), jeden z nich zpét (6), druhy vedouci se pfeveze (7), druhy chlapec zpét (8), nyni
jeden z chlapcti vezme psa a preveze ho (9), pak se vrati pro kamarada (10) a koneéné oba
hosi pfejedou na druhy bieh (11) a tim jsou tam vSichni.

Poznamka. Prevazet lze samoziejmé i jinymi zpusoby, nicméné feSeni s méné nez
11 cestami neni. To je zpiisobeno zejména tim, Ze s vedoucim v lodce uz dalsi cestujici
jet nemtze. Proto napt. podobné tloha s jednim vedoucim a jednim tédbornikem by viibec
nebyla feSitelnd a k prevozu jednoho vedouciho a dvou taborniki by jiz bylo zapotiebi
5 cest. ..

Z6-1-6

Karel obestavél krabici s obdélnikovym dnem obrubou z krychlicek. Pouzil prave
22 krychlicek o hrané 1dm, které staveél tésné vedle sebe v jedné vrstveé. Mezi obrubou
a sténami krabice nebyla mezera a celd tato stavba meéla obdélnikovy ptidorys. Jaké roz-
méry mohlo mit dno krabice? (M. Krejéova)

MozZné rfesSeni. Kromé ¢tyr rohovych krychlicek se vSechny ostatni dotykaji jednou celou
svoji sténou nékteré stény krabice a kazda sténa krabice je bez mezer obestavéna radou
krychli¢ek. Dno krabice mé tedy obvod 22 —4 = 18 (dm), a protoze 18 =2-9a9=1+8 =
=2+4+7=3+6=4+5 jsou vSechny celociselné rozklady ¢isla 9 na dva scitance, ma
néktery z nasledujicich rozmért (v dm): 1 x 8,2 x 7,3 x 6, 4 x 5.



60. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z7

77-1-1
Soucin ¢islic libovolného vicemistného ¢isla je vzdy mensi nez toto ¢islo. Pokud podi-

tame soucin ¢islic daného vicemistného ¢isla, potom soucin ¢islic tohoto soucinu, poté znova
soucin cislic nového soucinu atd., nutné po néjakém poctu krokti dospé€jeme k jednomist-
nému cislu. Tento pocet kroki nazyvame perzistence ¢isla. Napt. ¢islo 723 ma perzistenci 2,
nebot 7-2-3 =42 (1. krok) a 4 -2 = 8 (2. krok).

1. Najdéte nejvétsi liché cislo, které ma navzajem rizné Cislice a perzistenci 1.

2. Najdéte nejveétsi sudé cislo, které ma navzajem rtizné nenulové Cislice a perzistenci 1.

3. Najdéte nejmensi piirozené cislo, které ma perzistenci 3.

(S. Bedndrova)

Mozné teSeni. 1. V zadani neni feceno, Zze v tomto pfipadé nesmime pouzit nulu. Je-
-li jedna z ¢islic nulova, znamené to, Ze soucin v prvnim kroku je rovnéz nula a tedy
perzistence je 1. Staci tedy sestavit nejvétsi liché ¢islo s navzajem ridznymi cislicemi; tim
je 9876 543 201.

2. Tentokrat nulu pouzit nesmime. Znamena to, ze ciferny soucin hledaného ¢isla musi
byt ¢islo jednomistné, pricemz se snazime ziskat co nejveétsi pocet navzajem rtiznych cinitelt
(pocet ¢initelt pak uréuje pocet ¢islic tohoto ¢isla, tedy ¢im vice ¢initeld, tim vyssi ¢éislo).
Uvazujme tedy vSechny mozné rozklady jednomistnych ¢isel na souciny pfirozenych cisel.

Protoze hledame sudé cislo, potiebujeme, aby alespon jeden ¢initel ciferného soucinu
byl sudé ¢islo. To znamena, Ze ciferny soucin je rovnéz sudé cislo, takze se pri hledani
rozkladd staci omezit na cisla 2, 4, 6 a 8. Dale se miizeme zamérit pouze na rozklady,
jejichz cinitelem je i 1. Prislusna cisla jsou vzdy o jeden tad vyssi nez cisla odpovidajici
rozkladim bez 1.

e 2 =12 mozZnosti: 12,
4 =1 -4, moznosti: 14,
4 =1-2-2, nelze (stejni ¢initelé),
6 = 1-6, moznosti: 16,
6 =1-2-3, moznosti: 132, 312,
8 = 1- 8, moznosti: 18,
8 =1-2-4, moznosti: 124, 142, 214, 412.

v

7 nalezenych moznosti je nejvyssi ¢islo 412.

3. Tento ukol mtzeme feSit tak, ze postupné prochazime vicemistné cisla pocinaje
nejmensim (tj. 10) a zjistujeme jejich perzistenci. Prvni nalezené ¢islo s perzistenci 3 je
hledané cislo.

Dvojmistna ¢isla obsahujici ¢islici 1 nebo 0 maji perzistenci 1, protoze prislusny ciferny
soucin je nejvyse 9. Podobné dvojmistna cisla obsahujici ¢islici 2 maji perzistenci nejvyse 2,
protoze prislusny ciferny soucin je nejvyse 18. Na zakladé téchto tivah staci zacit provérovat
prirozena cisla az od 33:

e 33, 3-3 =09, perzistence 1,
e 34, 3-4=12,1-2 = 2, perzistence 2,



35,3-5=15,1-5 =15, perzistence 2,

36, 3-6 =18, 1-8 = 8, perzistence 2,
37,3-7=21,2-1=2, perzistence 2,

38, 3-8=24, 2-4 =8, perzistence 2,
39,3-9=27,2-7=14, 1 -4 = 4, perzistence 3.
Nejmensi prirozené ¢islo s perzistenci 3 je 39.

77-1-2
Ondra na vyleté utratil 2 5 penéz a ze zbytku dal Jeste £ na skolu pro déti z Tibetu. Za
2

5 nového zbytku jesté koupll maly darek pro maminku. Z déravé kapsy ztratil 2 = zbylych

penéz, a kdyz ze zbylych dal ptilku malé sestiicce, ztistala mu praveé jedna koruna S jakym
obnosem Sel Ondra na vylet? (M. Volfovad)

Mozné feSeni. Pocet Ondrovych korun pred vyletem oznacime .

Ondra na vyleté utratil % penéz, zbylo mu tedy %az korun.

Na skolu v Tibetu dal % zbylych penéz, z})ylcl) mu 5 . %x :L' korun.

Darek mamince stal % zbytku, zbylo mu 3 - gz = 2733 korun
. 4 1.1

Z toho ztratil £, zbylo mu ¢ - 5 13533 korun.

Pulku zbylych penéz dal sestie a jemu ziistala druha pulka, tj. 2 .

byla 1 koruna.

T =
1
135

xr = T, a to

270

Je-li 27033 =1, je x = 270. Ondra Sel na vylet s obnosem 270 korun.

Jiné Feseni. Ulohu je mozné fesit také odzadu podle nésledujiciho schématu:

sestre

Postupné, zprava doleva, dostavame nésledujici hodnoty: 1-2 = 2,2-5 = 10, 10-3 = 30,
30-3 =90 a 90-3 = 270. Ondra mél pred vyletem 270 korun.
77-1-3

Sarka prohlésila:

n,Jsme tii sestry, ja jsem nejmladsi, Liba je starsi o tii roky a Eliska o osm. Nase
mamka rada slysi, Ze ndm vSem (i s ni) je v prauméru 21 let. Pfitom kdyZ jsem se narodila,

bylo mamce uz 29.¢
Pted kolika lety se Sarka narodila? (M. Volfova)

Mozné Feseni. Pokud vék Sarky v letech ozna¢ime z, potom Libé je x + 3, Elisce = + 8
a mamce x + 29 let. Vékovy primér vsech je 21 let, tzn.

(x+(z+3)+(z+8)+ (x+29)) :4 =21,
po upravé
4r 440 = 84,
x =11.

Sarka se narodila pied 11 lety.



727-1-4

Jindra mél napsano ¢tyfmistné ¢islo. Toto ¢islo zaokrouhlil na desitky, na stovky a na
tisice a vSechny tti vysledky zapsal pod toto ¢islo. VSechna ¢tyfi ¢isla spravné secetl a dostal
5443. Které ¢islo mél Jindra napsano? (M. Petrova)
MozZné resSeni. Celé zadani si napiSeme jako séitani Ctyr cisel. Zaroven napiseme nuly
na ta mista, kde musi byt po zaokrouhleni daného cisla, na ostatni mista si napiseme
hvézdicky, které budeme postupné dopliovat.

% % %
* % %0
x*x00
x000

5443

Nejprve si v§imneme posledniho sloupce, ve kterém je jedind neznama cislice. Na misto
prislusné hvézdicky mtzeme doplnit pouze cislici 3, takze nezndmé cislo ma na misté jed-

notek ¢islici 3.
%k k3

* %% ()
*%x00
*000

5443

Trteti sloupec: Je zfejmé, ze se pri zaokrouhlovani na desitky zaokrouhluje dolt. Proto
na misté desitek u prvniho a druhého c¢isla musi byt stejné cislice. Protoze scitani na
misté jednotek nebylo pres desitku, hledame ¢islo, jehoz dvojnasobek méa na misté jednotek
¢islici 4. Na misté desitek muze byt bud a) ¢islice 2, nebo b) ¢islice 7.

a) doplnime ¢islici 2: Posledni dvojéisli hledaného ¢isla je 23.

xx23
%20
x*xx00
x000

5443

Druhy sloupec: I pti zaokrouhlovani na stovky zaokrouhlujeme doli, takze na misté stovek
prvniho, druhého a tfetiho ¢isla je stejna cislice. Protoze s¢itani desitek nebylo pres desitku,
opét nic nepfipocitavame. Hleddme tedy cislo, jehoz trojnasobek konci na cislici 4. Tomu
vyhovuje jen ¢islice 8, takze posledni trojé¢isli hledaného cisla je 823.

*823
*820
*800
x000

5443

Prvni sloupec: Protoze 8 + 8 + 8 = 24, pripocitavame 2. Zaroven hledané ¢islo zaokrouhlu-
jeme na tisice nahoru, takze ¢islice na misté tisict u posledniho cisla je o 1 vétsi nez zbylé
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tfi. To znamena, ze ctyfnasobek cislice na misté tisici je 5 — 2 — 1 = 2. To ovSem nelze
splnit, takze tato moznost nevyhovuje, tzn. ¢islice 2 na misté desitek byt nemtze.

b) doplnime ¢islici 7: Posledni dvojéisli hledaného ¢isla je 73.

xx73
xx70
x*x00
x*000

5443

Druhy sloupec: Protoze 7+ 7 = 14, pripocitavame 1 z predchoziho souctu. Zaroven hledané
¢islo zaokrouhlujeme na stovky nahoru, takze cislice na misté stovek u ttretiho cisla je o 1
vétsi nez zbylé dvé (resp. mohou byt prvni dvé 9 a tieti 0). To znamena, Ze trojnasobek
¢islice na misté stovek konci na ¢islici 4 — 1 — 1 = 2. Tomu vyhovuje jen cislice 4. Hledané
¢islo kon¢i na trojcisli 473.

*473

x4 70

x*500

*000

5443

Prvni sloupec: Hledané cislo se zaokrouhluje na tisice dolti, takze vSechny c¢tyti chybéjici
Cislice jsou stejné. M4 smysl doplnit na misto tisicti pouze ¢islici 1. Snadno ovéfime, Ze po
jejim doplnéni je pisemné scitani spravne.

1473

1470

1500
1000

5443
Jedinym feSenim je Cislo 1473, takze Jindra mél napsano ¢islo 1473.

Z7-1-5
Libor narysoval kruznici se stfedem S a body A, B, C, D, jak ukazuje obrazek. Zjistil,
ze tsecky SC' a BD jsou stejné dlouhé. V jakém pomeéru jsou velikosti tihld ASC a SCD?

C
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(L. Hozovad)

MozZné feSeni. Ze zadani vime, ze |SC| = |BD|, navic |SC| = |SD|, protoZe jde o ve-
likost polomeéru kruznice. Trojihelniky C'SD a BDS jsou proto rovnoramenné. Oznacme
|xDSB| = |xDBS| = d, viz obréazek.

C

Protoze soucet vnitinich thli v trojihelniku BDS je 180°, plati
0+ 9+ |[xBDS| = 180°,
a jelikoz thel BDC je primy, plati
|xSDC|+ |<BDS| = 180°.

Z uvedenych dvou rovnic je zfejmé, ze | SDC| = 24. Protoze trojihelnik C'SD je rovno-
ramenny, je i [<SCD| = 26. Ponévadz soucet vnitinich thlu v trojihelniku C'SD je 180°
a uhel BSA je pfimy, dostavame tyto rovnice:

26 4+ 20 + |<CSD| = 180°,
|xASC| + |<CSD| + § = 180°.

Z nich vyplyva, Ze | < ASC| = 36. Uloha se pta na pomér |<ASC| : |xSCD|. Po dosazeni
dostaneme 36 : 29, neboli 3 : 2.

Z7-1-6

Najdéte vsechna trojmistnd prirozena ¢isla, ktera jsou beze zbytku délitelnd cislem 6
a ve kterych mizeme vyskrtnout jakoukoli ¢islici a vzdy dostaneme dvojmistné prirozené
¢islo, jez je také beze zbytku délitelné ¢islem 6. (L. Simiinek)

Mozné teseni. Cislice hledaného ¢isla oznac¢ime takto: z je na misté stovek, y na misté
desitek a z na misté jednotek. Ptirozené cislo je délitelné Sesti, pravé kdyz je soucet jeho
¢islic roven nasobku t¥i a ¢islice na misté jednotek je suda.

Nejprve uvazujeme pouze o prvni ¢asti této podminky, podle které musi byt soucet
x + y + z délitelny tfemi. Po vyskrtnuti c¢islice z dostaneme dvojmistné ¢islo, jez ma byt
rovnéz nasobkem sesti. Toto ¢islo ma soucet cislic x 4y a ten musi byt téz délitelny tiemi.
Vyskrtnuta cislice z tak mohla byt pouze 0, 3, 6 nebo 9. Stejnou tivahou lze dojit k tomu,
ze také cislice x a cislice ¥y mohou byt pouze 0, 3, 6 nebo 9.

12



Nyni uvazujme i o druhé podmince délitelnosti Sesti. Ptivodni ¢islo a dvojmistna ¢isla,
kterd z néj ziskdme vySkrtnutim jedné éislice, maji na misté jednotek bud z, nebo .
Cislice z a y tedy museji byt sudé. Podle zadani dostaneme po vyskrtnuti jakékoli ¢islice
dvojmistné prirozené cislo. Toto ¢islo muze zacinat cislici x nebo y, tyto cislice proto
nemohou byt nulové.

Shrneme-li vSe vyse uvedené, x muze byt 3, 6 nebo 9, y musi byt 6, z mize byt 0
nebo 6. VSechna hledané ¢isla jsou tedy 360, 366, 660, 666, 960 a 966.
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60. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z8

7Z8-1-1
Martin mé na papife napsano pétimistné ¢islo s péti riaznymi ¢islicemi a nasledujicimi

vlastnostmi:

e Skrtnutim druhé éislice zleva (tj. ¢islice na misté tisicti) dostane ¢islo, které je délitelné
dvéma,
skrtnutim tteti Cislice zleva dostane ¢islo, které je délitelné tiemi,
skrtnutim c¢tvrté cislice zleva dostane cislo, které je délitelné ctyfmi,
skrtnutim paté cislice zleva dostane ¢islo, které je délitelné péti,
neskrtne-li zadnou ¢islici, méa ¢islo délitelné Sesti.

Které nejvétsi ¢islo mize mit Martin napsano na papitre? (M. Petrova)

Mozné ieseni. Cislice Martinova ¢isla ozna¢ime postupné a, b, ¢, d, e, &islo z nich utvorené
abcde. Nyni si postupné rozebereme vSech pét podminek:

1. ¢islo acde je délitelné dvéma, tedy &islice e je 0, 2, 4, 6 nebo 8,

¢islo abde je délitelné tiemi, tedy soucet a + b+ d + e je délitelny tfemi,

¢islo abce je délitelné ¢tyimi, tedy é&islo @e je délitelné Gtyimi,

¢islo abed je délitelné péti, tedy éislice d je 0 nebo 5,

¢islo abede je délitelné Sesti, coz znamena, Ze je délitelné dvéma a tiemi zaroveti, tj.
¢islo e je sudé (vime jiz z 1. podminky) a soucet a + b + ¢ + d + e je délitelny tiemi.

CUp Lo

Dame-li dohromady druhou a patou podminku, dostavame, ze ¢islo ¢ je rovnéz délitelné
tfemi. Cislice c je proto 0, 3, 6 nebo 9. Vidime, Ze na &islice ¢, d, e jsou kladeny samostatné
podminky, zatimco na cislice a a b ne. Pri hledani nejvétsiho vyhovujiciho ¢isla budeme
postupné provérovat ¢isla vytvorena podle nasledujicich zasad: ¢islo budeme vytvaret zleva
a vzdy zvolime nejvétsi moznou ¢islici takovou, aby ¢islice byly navzajem riizné, aby platily
samostatné podminky pro cislice ¢, d, e a aby nevzniklo ¢islo jiz provérené. K rozhodnuti,
zda takto vytvorené c¢islo spliuje vsechny zadané podminky, pak stac¢i ovérit druhou a tieti
podminku:

e 98654: soucet 9 + 8 + 5 + 4 = 26 neni délitelny tfemi (2. podminka neni splnéna),

e 98652: soutet 9+ 8+ 5+ 2 = 24 je délitelny tfemi (2. podminka splnéna), ale 62 neni
deélitelné ¢tyfmi (3. podminka neni splnéna),

e 98650: soucet 9 + 8 + 5 + 0 = 22 neni délitelny tfemi (2. podminka neni splnéna),

e 98604: soucet 9+ 8 + 0 + 4 = 21 je délitelny tfemi (2. podminka splnéna) a 64 je
délitelné ¢tyfmi (3. podminka také splnéna).

Cislo 98604 je tedy nejvétsi ¢islo, které miize mit Martin napsano na papife.

Z8-1-2
Karel se snazil do prazdnych poli na obrazku vepsat prirozena cisla od 1 do 14 tak,
aby zadné cislo nebylo pouzito vickrat a soucet vsech ¢isel v kazdé primé linii byl stejny. Po
chvili si uvédomil, Ze to neni mozné. Jak byste Karlovo pozorovani zdivodnili vy? (Pf¥imou
linii rozumime skupinu vSech sousedicich policek, jejichz stfedy lezi na jedné piimce.)
(S. Bedndrova)
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Mozné feSeni. Soucet vSech Cisel, kterd mame do obrazku vepsat, je
1+2+...4+13+14=7-15=105.

Primky v néasledujicim obrazku urcuji v obrazci ¢tyri primé linie tak, ze kazdé pole
patii prave jedné linii. Soucet vSech ¢isel na kazdé vyznacené linii by mél byt stejny a ctyt-
nasobek tohoto souc¢tu ma byt 105. Jenze ¢islo 105 neni délitelné ¢tyimi, coz znamena, ze
vepsat Cisla do poli pozadovanym zpusobem skute¢né nelze.

Jiné resSeni. Predpokladejme, Ze soucet vsech ¢isel v kazdé primé linii mtze byt stejny,
a oznacme jej p. V obrazci mizeme pomoci péti vodorovnych pfimek urcit pét piimych
linii tak, ze kazdé pole bude patrit pravé jedné linii. Z toho usuzujeme, Ze soucet vSech
doplnénych ¢isel je 5Hp. VySe uvedeny obrazek ukazuje jiné rozdéleni obrazce na primé linie,
podle néhoz soucet vsech doplnénych cisel je 4p. To je ovSem spor, proto vepsat ¢isla do
poli pozadovanym zptisobem nelze.
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Z8-1-3

Cena knizky ,Nové hadanky“ byla snizena o 62,5 %. Matéj zjistil, Ze obé ceny (pfed
sniZenim i po ném) jsou dvojmistna ¢isla a daji se vyjadiit stejnymi ¢islicemi, jen v rizném
poradi. O kolik K¢ byla knizka zlevnéna? (M. Volfovad)
MozZné reSeni. Puvodni cenu knizky v K¢ budeme psat ve tvaru 10a + b, kde a a b jsou

neznamé nenulové ¢islice. Po zlevnéni byla cena knizky 10b+ a. SniZeni ceny bylo o 62,5 %,
tedy na 37,5 %, coz znamena, ze

37,5

— . (1 b) = 10b + a.
100 (10a +b) = 10b+a

Vzhledem k rovnosti 31?)’05 = % = % predchozi vztah upravime:
3
g (10a + b) = 10b + a,
30a + 3b = 80b + 8a,
22a = 770,
2a = T7b.

Jedina jednomistna prirozena cisla vyhovujici této rovnosti jsou a = 7 a b = 2. Pdvodni
cena byla 72 K¢, po zlevnéni 27 K¢, knizka byla zlevnéna o 45 K¢.

7Z8-1-4
Rozdélte krychli o hrané 8 cm na mensi shodné krychlicky tak, aby soucet jejich po-
vrchii byl pétkrat vétsi nez povrch ptvodni krychle. Jaky bude objem malé krychle a kolik
centimetri bude mérit jeji hrana? (M. Volfova)
Mozné FeSeni. Znaci-li x délku (v cm) hrany malé krychlicky, bude jeji povrch 622. Na
8
kazdé hrané dané krychle bude — malych krychlicek, celd krychle tak bude rozdélena na
x

8 8 8 8-64 8-64 6-8-64
————— = krychlicek. Povrch vSech krychlicek bude 612 = ——
rT T T a3 a3 x

byt pétkrat vétsi nez povrch ptivodni krychle, ktery je 6 - 82 = 6 - 64. Proto musi platit

a ma

6-8-64
T

=5-6-64,
odkud po upravé dostavame x = % = 1,6. Hrana malé krychlicky bude méfit 1,6 cm a jeji
objem bude 1,6 = 4,1 (cm3).

Z8-1-5

Klara, Lenka a Matéj si procvicovali pisemné déleni se zbytkem. Jako délence mél
kazdy zadano jiné pfirozené cislo, jako délitele vSak méli vSichni stejné prirozené cislo.
Lencin délenec byl o 30 vétsi nez Klarin. Matéjiv délenec byl o 50 vétsi nez Lencin. Klare
vysel ve vysledku zbytek 8, Lence zbytek 2 a Matéjovi zbytek 4. VSichni pocitali bez chyby.
Jaky délitel byl zaktm zadan? (L. Simiinek)

Mozné teSeni. Hledany délitel oznacime x a Klafin délenec oznacime k. Lencin délenec
je pak k + 30 a Mat€jiav je k + 80. Vydélime-li ¢islo k ¢islem z, dostaneme podle zadani
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zbytek 8. Cislo k — 8 tedy musi byt délitelné ¢islem z beze zbytku. V zadani se dale uvadi,
ze k + 30 dava po déleni c¢islem x zbytek 2 a k + 80 dava po déleni tymz = zbytek 4. Proto
k + 28 a k 4 76 museji byt beze zbytku délitelna ¢islem .

Ukéazali jsme, ze Cisla k£ — 8 a k + 28 jsou beze zbytku délitelnd ¢islem z. Je ziejmé,
zZe i jejich rozdil 36 musi byt beze zbytku délitelny c¢islem x. Stejné tak i rozdil ¢isel k + 28
a k+ 76, ktery je roven 48, musi byt beze zbytku délitelny cislem z. Jako x tedy pripadaji
v tivahu pouze spole¢ni délitelé ¢isel 36 a 48, a to jsou tito: 1, 2, 3, 4, 6 a 12. Cislo  musi
zaroven byt vétsi nez 8, jinak by Klara nemohla dostat pii déleni timto ¢islem zbytek 8.
Hledany délitel x tak musi byt 12.

7Z8-1-6

V rovnoramenném lichobézniku ABCD jsou uhlopricky AC' a DB na sebe kolmé,
jejich délka je 8cm a délka delsi zakladny AB je také 8 cm. Vypocitejte obsah tohoto
lichobézniku. (M. Krejéova)

MozZné reseni. Prusecik uhlopfic¢ek lichobézniku oznacime J a stfedy jeho stran oznac¢ime
Sl, SQ, S3 a S4, viz obrazek.

Ve stredové soumérnosti se stfedem S; zobrazime bod J do bodu J;. Podobné uréime
i body Jo, J3 a Jy. Uhlopticky ¢tyfahelnikt J,BJA, JoCJB, J3DJC a JyAJD se vidy
vzajemné puli a podle zadani plati X BJA| = |[<CJB| = |xDJC| = |xAJD| = 90°, proto
tyto ¢tyfuhelniky museji byt obdélniky nebo ¢tverce. Z toho plyne, Ze spojenim bodu A,
Ji, B, Jo, C, J3, D, J;y a A vyznacime ¢tverec JiJoJJ3.J4 se stranou délky 8 cm. Jeho obsah
je 8 -8 = 64 (cm?) a kyZeny obsah lichobézniku ABCD je zjevné polovi¢ni, tedy 32 cm?.

Jiné reseni. Bodem C vedeme rovnobézku s tthlopfickou BD a jeji prusecik s pfimkou
AB oznacime F'.
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A B F

Trojuhelniky ACD a CFB jsou shodné podle véty sss, proto obsah lichobézniku
ABCD je stejny jako obsah trojuhelniku AFC'. Z konstrukce plyne, Ze tento trojuhelnik
je rovnoramenny (|AC| = |FC| = 8cm) a pravotuhly (s pravym thlem u vrcholu C'). Jeho
obsah je tedy 3 - 8% = 32 (cm?).

Poznamka. Vsimnéme si, Ze jsme u predchozich dvou feSeni nepotiebovali délku zaklad-
ny AB; obsah lichobézniku ABCD je tedy na této veli¢iné nezavisly.

Jesté jiné reSeni. Prusecik uhlopri¢ek oznacime .J, viz obrazek. Ur¢ime obsahy trojuhel-
nikiit ABD a CDB a sec¢tenim pak dostaneme obsah lichobézniku ABCD.

D C

A B

U obou trojihelnikt zndme jednu stranu, a sice BD. Ze zadani vime, ze Gsecky BD
a AC jsou na sebe kolmé. Proto usecky JA a JC' jsou vysky zminénych trojahelnikt kolmé
na stranu BD. Vypocitejme velikosti téchto vysek. Z osové soumérnosti celého utvaru
plyne, ze |AJ| = |BJ|. Tuto velikost oznac¢ime x a uréime ji podle Pythagorovy véty
v trojahelniku AJB:

[AJ|* +|BJ|* = |ABJ,
r? + 2% = 8%

z =+/32(cm).

Tedy |AJ| = v/32cm, a protoze |AC| = 8cm, plati |JC| = (8 — v/32) cm. Mtzeme jiz
spocitat obsahy trojuhelniki ABD a C' DB, respektive obsah lichobézniku ABCD:

1 1
Sapcp = Sapp + Scpp = §~8-V32+§-8-(8—\/32).
Vyraz lze vyhodné upravit:
1 1
Sapcp = 5 8- (V32+8-V32) =5 -8-8=32(cm?).
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Poznamka. Pokud Zaci budou priubézné vypocitavat mezivysledky, dostanou tyto hod-
noty: |AJ| = 5,66cm, |JC| = 2,34cm, Sapp = 22,64cm?, Scpp = 9,36 cm?.

Jesté jiné reseni. Prusecik thlopiicek nazveme opét J. Stredy zékladen AB a C'D ozna-
¢ime po rfadé K a M.

N
/N
// ' \\
D C
I
I
I
I
I
| K
A AN : / B
N /
\\ | //
N | /
N | %
\\ | //
\Z
L

Obsah lichobézniku ABC'D budeme pocitat podle zndmého vzorce:
1
Sapcp = §(|AB| +|CD|) - |[KM]|.

Vime, ze |<AJB| = 90°, a z osové soumérnosti rovnoramenného lichobézniku plyne, zZe
|AJ| = |BJ|. Trojihelnik ABJ lze proto doplnit na étverec ALBJ: v osové soumérnosti
podle osy AB zobrazime bod J do bodu L, viz obrazek. Podobné vytvotfime i ¢tverec
DJCN. Obecné plati, ze ¢tverec se stranou a mé thlopiicku o délce av/2. Soucet délek
strany AJ ¢tverce ALBJ a strany JC ¢tverce DJCN je 8 cm. Soucet délek jejich thlopricek
JL a NJ je tudiz 8/2 cm, tedy

INL| = 8v/2cm.

Podle obrazku postupné urcime:

|[KM| = %|NL| = 4v/2cm,

|JL| = |AB| = 8 cm,

|DC| = |JN|=|NL| — |JL| = 82 — 8 (cm).
Zjisténé délky dosadime do vysSe uvedeného vzorce:

1

2(8+8f—8)~4\/§:1-8ﬁ~4\/§:32(cm2).

Sapcp = 5

Poznamka. Pokud Zaci budou priubézné vypocitavat mezivysledky, dostanou tyto hod-
noty: |[KM| = 5,66 cm, |[DC| = 3,31 cm.
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60. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z9

Z9-1-1

Pan Vlk ¢ekal na zastavce pred skolou na autobus. Z okna slysel slova ucitele:

,Jaky povrch mize mit pravidelny ¢tyrboky hranol, vite-li, ze délky vSech jeho hran
jsou v centimetrech vyjadieny celymi ¢isly a ze jeho objem je...“

Toto dilezité c¢islo pan VIk neslysSel, protoze zrovna projelo okolo auto. Za chvili slysel
zéka hlasiciho vysledek 918 cm?. Ucitel na to fekl:

,Ano, ale tloha mé celkem Ctyfi feSeni. Hledejte dal.«

Vice se pan Vlk uz nedozvédél, nebot nastoupil do svého autobusu. Protoze matema-
tika byla vzdy jeho hobby, vytahl si v autobuse tuzku a papir a po case urcil i zbyla tii
feSeni ucitelovy tlohy. Spocitejte je i vy. (L. Simiinek)

MozZné reseni. Proménné a a v jsou prirozena ¢isla a predstavuji hranu podstavy pravi-
delného ctyrbokého hranolu a jeho vysku. Pro rozmeéry, které uvazoval ptihlasivsi se zak,
plati

918 = 2a” + 4av = 2a - (a + 2v),

po vydéleni dvéma dostaneme

459 = a - (a + 2v).
Budeme hledat vsechny dvojice a, v, které odpovidaji tomuto vztahu. Ur¢ime tedy vSechny
mozné rozklady ¢&isla 459 (459 = 33 - 17) na soudin dvou piirozenych &isel, z nichZ mensi
bude a a vétsi bude a + 2v. Nésledujici tabulka ukazuje, ze takové rozklady existuji ¢tyti
a kazdy vede k celociselnému v. Pro vSechny nalezené dvojice a, v pak spocitame objem,
ktery by ucitel musel zadat, a jeho prvociselny rozklad:

a a+ 2v v a’-v
1. moznost 1 459 229 12 . 229 = 229
2. moznost 3 153 75 32.75=23%.52
3. moznost 9 o1 21 92.21=35.7
4. moznost 17 27 ) 172-5=17%-5

Utitel prozradil, ze zadany objem vede ke ¢tyfem fesenim. U kazdého objemu v tabulce
urcime, ke kolika fesenim vede, tedy pro kazdy objem najdeme vSechna mozna a:

a?-v mozna a

1. moznost 229 1

2. moznost 33.52 1, 3,5, 15

3. moznost 35.7 1,3,9

4. moznost 17%2.5 1,17
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Vidime, Ze jediné 2. moznost vede ke ¢tyfem hranoltm. U¢itel tedy zadal objem 33 - 52 =
= 675 (cm?®) a prvni zdk uvazoval tyto rozméry: a = 3cm, v = 75 cm. Nize uvadime, jaké
dalsi rozméry hranolu méli zaci nalézt a jaky povrch z nich méli vypocitat:

a 1 ) 15

v 675 27 3

2a? + 4av 2702 590 630

Utitel ¢ekal na tato dalsi tii feseni: 590 cm?, 630 cm? a 2 702 cm?.

79-1-2

Na obrazku jsou teckovanou carou znazornény hranice c¢tyi stejné velkych obdélni-
kovyrch parcel. Sedou barvou je vyznacena zastavéna plocha. Ta mé tvar obdélniku, jehoz
jedna strana tvori zaroven hranice parcel. Zapsana ¢isla vyjadiuji obsah nezastavéné plochy
na jednotlivych parcelach, a to v m2. Vypoéitejte obsah celkové zastavéné plochy.

480 200

560
440

(L. Siminek)

Mozné rfesSeni. Na obrazku prodlouzime svislé hranice zastavéné plochy, ¢imZ na obou
dolnich parcelach rozdélime volnou plochu na dvé ¢asti. Obsahy nové vzniklych obdélniki
snadno odvodime:

480 | S S | 200
80 200
80 240

a b

Obdélniky s obsahy 80 m? a 240 m? maji spoleénou stranu. Proto zbylé strany obdél-
nikl, v obrazku oznacené a a b, museji mit délky ve stejném poméru, v jakém jsou obsahy
obdélniki:

80 1

a_ %Y
b 240 3’
21



tedy b = 3a. V parcelach, které jsou na obrazku nahote, oznac¢ime obsahy zastavénych c¢asti
S1 a S3. Jde o dva obdélniky s jednou spolecnou stranou a jejich dalsi strany maji délky a
a 3a. Obsahy obdélniki museji byt v témze poméru jako tyto délky, tedy So = 3.57. Parcely
na obrazku nahote maji stejny obsah, proto

480 4+ 51 = 351 + 200,

po tpravé dostaneme S; = 140 (m?). Obsah jedné parcely je 480 + 140 = 620 (m?) a obsah
viech ¢yt je 4-620 = 2480 (m?). Z néj odec¢teme obsahy vsech volnych ploch a dostaneme
obsah celkové zastavéné plochy:

2480 — 480 — 200 — 560 — 440 = 800 (m?).

79-1-3

Vlckovi lisovali jableény most. Meéli ho ve dvou stejné objemnych soudcich, v obou
témeér stejné mnozstvi. Kdyby z prvniho prelili do druhého 1 litr, méli by v obou stejné,
ale to by ani jeden soudek nebyl plny. Tak radéji prelili 9 litrti z druhého do prvniho. Pak
byl prvni soudek tplné plny a most v druhém zaplnoval prave tretinu objemu. Kolik litrt

mostu vylisovali, jaky byl objem soudkii a kolik mostu v nich bylo ptivodné?
(M. Volfova)

Mozné fesSeni. Oznacme pocet litri v prvnim soudku pred prelévanim z, ve druhém y.
Po preliti jednoho litru by bylo v prvnim soudku x — 1 litri, ve druhém y + 1 litrt a platilo
by

r—1=y+1

Po preliti 9 litr bylo v prvnim soudku x + 9 litrtt a byl plny, ve druhém y — 9 litr1i, coz
tvorilo tfetinu objemu soudku, tedy tietinu toho, co bylo v prvnim soudku. Proto

r+9=3-(y—9).

Z prvni rovnice vyjadiime x = y 4+ 2 a dosadime do druhé: y+ 2+ 9 = 3y — 27. Po tuprave
dostavame y = 19 a x = 21.

V prvnim soudku bylo ptivodné 21 litrti a ve druhém 19 litrtt mostu, Vickovi celkem
vylisovali 40 litrt mostu. Objem kazdého z obou soudkt byl 30 litrt.

Z9-1-4

Pan Rychly a pan Louda ve stejnou dobu vysli na tutéz turistickou turu, jen pan
Rychly ji Sel shora z horské chaty a pan Louda naopak od autobusu dole v méstecku na
chatu nahoru. V 10 hodin se na trase mijeli. Pan Rychly spéchal a jiz ve 12 hodin byl v cili.
Naopak pan Louda postupoval pomalu, a tak dorazil k chaté az v 18 hodin. V kolik hodin

panové vyrazili na cestu, vime-li, ze kazdy z nich Sel celou dobu svou stalou rychlosti?
(M. Volfova)

Mozné tfesSeni. Oznac¢me rychlost (v km/h) pana Rychlého vi a pana Loudy vy. Dobu
(v h) od vyjiti do jejich setkani ozna¢ime x. Do setkani usel pan Rychly shora od chaty
x - vg (km), pan Louda zdola od autobusu x - vz, (km). Pan Rychly pak Sel jesté 2h dolu
k autobusu, usel 2 - v (km), pan Louda Sel jesté 8h k chaté nahoru, usel 8 - v, (km).
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Porovnanim odpovidajicich vzdalenosti ziskdme dvé rovnice: vzdalenost od mista, kde
se panové potkali, k autobusu je z - vy, = 2 - vg (km), k chaté 8 - vy, = x - vg (km). Odtud
vyjadiime

(9 2

Y

|8

VR T

tedy 2 = 16 a = 4. Od vyjiti do setkani v 10h sli oba panové 4 hodiny, na cestu tedy
vyrazili v 6 hodin.

Z9-1-5

Kruznici se stfedem S a polomérem 12cm jsme opsali pravidelny sestitthelnik
ABCDEF a vepsali pravidelny Sestitthelnik TUV XY Z tak, aby bod T byl stiedem stra-
ny BC'. Vypodcitejte obsah a obvod ¢tyithelniku TCUS. (M. Krejéova)

MozZné resSeni. Kruznici popsanou v zadani nazvéme k a jeji polomér r, pficemz plati
r = 12 cm. Jeji vztahy k Sestitthelniktim lze interpretovat také tak, ze kruznice k je vepsana
pravidelnému Sestithelniku ABCDEF' a opsana pravidelnému Sestitihelniku TUV XY Z,
viz obrazek. Dale si uvédomme, ze pii sestrojovani pravidelného Sestitthelniku TUV XY Z
mizeme podmince v zadani, aby vrchol T lezel ve stiedu strany BC', vyhovét proto, Ze
pravé ve stiedu strany BC' je bod dotyku Sestitthelniku ABCDEF a kruznice k jemu ve-
psané. Proto i ostatni vrcholy Sestitthelniku TUV XY Z lezi ve stfedech stran Sestitthelniku
ABCDEF.

C
u %KT
D B
V1 g A
E A
T~
F

Pri reseni llohy budeme vychéazet ze znamé vlastnosti pravidelného sestitthelniku: jaké-
koli dva jeho sousedni vrcholy a stfed kruznice jemu opsané (resp. vepsané) tvori vrcholy
rovnostranného trojihelniku. Tedy trojuhelniky C'SB a C'SD jsou rovnostranné, navic
maji spolecnou stranu C'S, podle které jsou osové soumérné. Bod T je stiredem strany BC'
trojuhelniku C'SB, a proto je i patou jeho vysky kolmé na stranu BC'. Trojihelnik C'ST
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je tudiz pravouhly. Bod U, ktery je stfedem strany DC', je osové soumérny k T podle C'S,
tudiz trojuhelniky C'ST a C'SU jsou shodné.
K doreseni tlohy stac¢i znét velikost |T'C|, kterou vypoc¢itame podle Pythagorovy véty
v trojuhelniku C'ST (pfitom pouzijeme |CS| = 2|TC|):
|CS|* = |ST|* +|TCP,
4ITC)? =r? +|TC)?,
3|TC|* = r?,
T = L = @
V3 3
Ctytahelnik TCUS je tvofen dvéma shodnymi trojihelniky, uréime jeho obsah:
V3

V3
STC’US:2‘SCST:|TC|'|ST|:T-T: 5

Obvod c¢tyirahelniku TCUS je

)

3
orcus = 2(|TC| + |ST|) = 2 (% + r) =2r (— +1

Po dosazeni r = 12 cm dojdeme k vysledktim:
STC’US = 48\/§ = 83,1 (Cm2),
orcus = 8V3 + 24 = 37,9 (cm).

Z9-1-6
Petr a Pavel cesali v sadé jablka a hrusky. V pondéli snédl Petr o 2 hrusky vice nez
Pavel a o 2 jablka méné nez Pavel. V tutery Petr snédl o 4 hrusky méné nez v pondéli.
Pavel snédl v utery o 3 hrusky vice nez Petr a o 3 jablka méné nez Petr. Pavel snédl za oba
dny 12 jablek a v tutery snédl stejny pocet jablek jako hrusek. V utery vecer oba chlapci
zjistili, ze pocet jablek, ktera spolecné za oba dny snédli, je stejné velky jako pocet spolecné
snédenych hrusek. Kolik jablek snédl Petr v pondéli a kolik hrusek snédl Pavel v tutery?
(L. Hozovad)

Mozné fesSeni. Oznacme z, y odpovidajici po¢ty hrusek a jablek, jez v pondéli Pavel
snédl. Podle zadani postupné a trpéliveé sestavime nasledujici tabulku:

pondéli utery
Pavel hrusek x r+1
Pavel jablek Y 12—y
Petr hrusek x4+ 2 x—2
Petr jablek y—2 15—y

Pti vyplnovani tabulky jsme vsak zatim nepouzili nasledujici informace:

a) Pavel snédl v ttery stejny pocet jablek jako hrusek,
b) pocet vSech spoleéné snédenych jablek je stejny jako pocet snédenych hrusek.
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Podle informace b) sestavime rovnici, po jejichz upravach ziskdme hodnotu x:

y+(12—y)+y—-2)+15—y)=z+(x+ 1)+ (z+2)+ (v —2),
25 =4x + 1,

x = 6.
Podle informace a) téz sestavime rovnici, upravime ji a dosadime:

r+1=12 —y,
y=11—-x2=5.
Dosazenim do prislusnych poli tabulky zjistime, ze Petr snédl v pondéli 3 jablka a Pavel

snédl v utery 7 hrusek.
Pro kontrolu uvaddime tabulku se vSemi dosazenymi hodnotami:

pondéli utery
Pavel hrusek 6 7
Pavel jablek 5 7
Petr hrusek 8 4
Petr jablek 3 10

Poznamka. Prfi sestavovani tdaju v tabulce lze jisté postupovat rtizné a nepouzité infor-
mace mohou byt rizné od téch v predchozim postupu. Pfi stejném znaceni neznamych tak
muzeme ziskat jiné dvé rovnice, jez vSak pfi spravném pocitani vedou ke stejnému fesSeni.
Navic neznamé lze také volit riizné, nicméné vzdy jsou potieba alespon dvé. Stejny pocet
nepouzitych informaci pak urcuje soustavu rovnic, kterou nasledné fesime.

Jiné feseni. Pokud oznacime z pocet jablek, ktera Petr snédl v pondéli, a y pocet hrusek,
které Pavel snédl v utery, pak tabulka miize vypadat takto:

pondéli utery
Pavel hrusek y—1 Y
Pavel jablek 12—y Y
Petr hrusek y+1 y—3
Petr jablek T y+3

Ptitom jsme nepouzili nasledujici informace:

a) v pondéli snédl Petr o 2 jablka méné nez Pavel,
b) pocet vSech spoleéné snédenych jablek je stejny jako pocet snédenych hrusek.
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Odpovidajici rovnice (po jednoduché tpraveé) jsou:

z+y =10,
—x + 3y = 18,

a jedinym TeSenim této soustavy jex =3 ay=17".
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