59. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

lIl. kolo kategorie Z9

Z9-111-1
Pani ucitelka potiebovala vymyslet piiklady na rovnice do pisemky. Proto si vypsala

vSechny rovnice tvaru
a-r+b=13,

kde a a b jsou jednomistné pfirozena ¢isla. Ze vsech vybrala ty rovnice, jejichz koren x byl
3. Do kazdé skupiny dala jednu rovnici. Kolik skupin mohlo byt nejvice? (K. Pazourek)

Mozné feSeni. Vime, Ze x = 3 je feSenim uvedené rovnice, proto plati rovnost
a-3+b=13.
Aby a, b byla pfirozend ¢isla, musi a byt bud 1, 2, 3, nebo 4 (pro a = 5 dostavame

5-3 =15 > 13 a b by muselo byt zdporné, coz nelze). Nyni dosadime jednotlivé hodnoty a
do rovnice a dopocitame piislusna b:

e a=1,b=10,
e a=20=1T,
e a=3,0=4,
e a=4b=1.

Vidime, ze podminkédm ze zadani nevyhovuje ptipad a = 1, b = 10. Existuji tak praveé
tii dvojice (a,b), které fesi ulohu: (2,7), (3,4) a (4,1). Pani ucitelka tak mohla utvofit
nejvyse tfi skupiny.

Hodnoceni. 1 bod za dosazeni kofene do rovnice; 2 body za nalezeni vSech tii FeSeni;
3 body za zdtvodnéni, pro¢ feseni neni vice.

Z9-111-2

Do nasi skoly se zaci dopravuji riizné. Domaci chodi pésky. Pocet domacich a dojizdé-
jicich zakt je v poméru 3 : 1. U dojizdéjicich je pomér poctu téch, kteri vyuzivaji vefejnou
dopravu, a téch, ktefi jezdi sami na kole nebo s rodici autem, 3 : 2. U vefejné dopravy je
pomeér poctu téch, kteri jezdi vlakem, a téch, kteii jezdi autobusem, 7 : 5. Dale vime, ze
O kolik vice zakt dojizdi vlakem oproti tém, které vozi rodice, kdyz vefejnou dopravou
jich jezdi 247 Kolik zakt ma nase skola? (M. Volfovad)

Mozné teseni. Téch, ktefi jezdi vefejnou dopravou, je 24 a tvori 3 dily z poc¢tu dojiz-
déjicich. Zbylé 2 dily, které prislusi neverejné dopraveé, tedy odpovidaji 16 zakim (% z 24
je 16). Vsech dojizdéjicich je 24 4+ 16 = 40. Dojizdéjici tvori 1 dil ze vSech zaku skoly,
domaécich je tiikrat vice, tj. 120. Vsech zaki je tedy 40 + 120 = 160.

24 déti dojizdégjicich vefejnou dopravou je rozdéleno na cestujici vlakem (7 dili1) a au-
tobusem (5 dili1); vlakem tedy jezdi 14 déti (£ z 24 je 14) a autobusem 10 (3 z 24 je 10).
16 zaku, ktefi jezdi nevefejnou dopravou, se déli na ty, ktefi jezdi na kole (5 dild), a ty
vozené rodi¢i (3 dily); na kole tedy dojizdi 10 déti (% z 16 je 10), s rodi¢i autem 6 (% z 16
je 6).

Zaver: skola mé celkem 160 zakl, z nichz vlakem dojizdi o 8 zakl vic, nez kolik jich
vozi rodi¢e autem (14 — 6 = 8).



Jiné rfeSeni. Nacrtneme usecku predstavujici vSechny zaky skoly a budeme ji rozdélovat
podle zadanych pomeéri, viz obrazek.

pésky

Kromé pomért je v zadani jediny ciselny tdaj, a to ze vlakem a autobusem jezdi
celkem 24 zakl. Z obrazku vyvodime, ze dojizd€jicich zaki je % - 24 = 40 a vsech zakt je
4 - 40 = 160.

Nejmensi dilky, na které je rozdélena cast uisecky odpovidajici verejné dopraveé, pred-
stavuji 24 : 12 = 2 zaky. I cast tsecky odpovidajici neverejné dopravé je rozdélena na takto

velké dilky — dilky jsou stejné, protoze jednou znazornuji dvanactinu tii dil, jednou
osminu dvou dili a % = %. Cast tsecky odpovidajici vlaku je o 4 takové dilky vétsi nez

ta odpovidajici autu. Vlakem se tedy do skoly dopravuje o 4 - 2 = 8 zakl vice nez autem.

Hodnoceni. 3 body za celkovy pocet zaki; 3 body za rozdil mezi pocty zaku dojizdéjicich
vlakem a autem.

Z9-111-3

Dostali jsme krychli, kterd méla délku hrany vyjadfenou v centimetrech celym ¢islem
vétsim nez 2. VSechny jeji stény jsme obarvili na zluto a poté jsme ji rozrezali beze zbytku
na krychlicky o hrané délky 1 cm. Tyto krychlicky jsme rozttidili do ¢ty hroméadek. V prvni
byly krychlicky s jednou zlutou sténou, ve druhé se dvéma zlutymi sténami a ve tieti se
tfemi. Ve ¢tvrté hromadce pak byly krychlicky bez zluté stény. Urcete délku hrany ptvodni
krychle, pokud vite, ze aspon jedno z nasledujicich tvrzeni je pravdivé:

e Pocty kostek v prvni a ¢tvrté hroméadce byly v poméru 4 : 9.
e V prvni hroméadce bylo t¥ikrat vice kostek nez ve druhé. (L. Simiinek)

Mozné reseni. Délku hrany ptivodni krychle v centimetrech oznac¢ime a+2, kde a je pfiro-
zené ¢islo. Kazdé sténé pivodni krychle odpovida a? krychlicek s pravé jednou obarvenou
sténou, proto je takovych krychli¢ek celkem 6a?. Na kazdé hrané ptivodni krychle jsme
dostali a krychlicek s pravé dvéma obarvenymi sténami. Ptvodni krychle méla 12 hran,
proto je takovych krychlicek celkem 12a. Krychlicek, které nemaji zadnou obarvenou sténu,
je a®.
Prvni tvrzeni v zadani vyjadiuje tato rovnice:
6a> 4

ad 9
Po zkraceni zlomku nenulovym vyrazem a? dostaneme

6 4

a 9
tedy a = 13,5. Zadani dlohy predpoklada celociselnou délku hrany krychle, zde vSak délka
hrany vychazi 13,5+2 = 15,5 (cm). Vidime, Ze uvedeny pomér poc¢tu krychli¢ek nemiizeme
po rozrezani zadné krychle nikdy dostat.



Prvni tvrzeni ze zadani neni pravdivé, musi tedy platit druhé, jez je vyjadfeno rovnici

6a2_§

12¢ 1°

Po zkraceni zlomku nenulovym vyrazem 6a dostaneme

tedy a = 6. Délka hrany puvodni krychle byla 6 + 2 = 8 (cm).

Hodnoceni. 3 body za vyjadfeni poc¢tu krychlicek v prvni, druhé a c¢tvrté hromadce;
2 body za délky hran podle prvniho a druhého tvrzeni; 1 bod za spravny zaveér.

Z9-111-4

Do rovnostranného trojuhelniku ABC' je vepsan pravidelny Sestitthelnik K LM NOP
tak, ze body K, M, O lezi po fadé ve stfedech stran AB, BC' a AC. Vypoctéte obsah
Sestitthelniku K LM NOP, jestlize obsah trojihelniku ABC je 60 cm?. (K. Pazourek)

Mozné feseni. Vepisme Sestitthelnik KLMNOP do trojuhelniku ABC predepsanym
zpusobem.

C

Stredni pricky trojuhelniku ABC spolu s tseCkami KT, MT a OT rozdéli Sestithelnik
KLMNOP na Sest shodnych rovnoramennych trojuhelnikti — pro zddvodnéni tohoto
tvrzeni si staci uvédomit shodnost prislusnych stran téchto trojihelnikii.

Déle i zbyvajici ¢asti trojihelniku ABC mizeme rozdélit na Sest trojuhelnikid shod-
nych s predchozimi Sesti trojuhelniky. Jako mozné zdtvodnéni tohoto tvrzeni dokazeme
shodnost trojuhelniki PKO a PK A podle véty sus: Stranu PK maji oba trojuhelniky spo-
leénou. Strany KO a K A maji stejnou délku, protoze jde o stfedni pricku rovnostranného
trojthelniku ABC' a o polovinu jeho strany. Uhel PKO je ¢tvrtinou vnitiniho tthlu PK L
pravidelného Sestitthelniku K LM NOP, a tak méii 30°. Uhel PK A je spolu s thlem LK B
doplikem thlu PK L do pfimého thlu, a proto méii také 30°.
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Diky rozdéleni trojuhelniku ABC na téchto dvanéact shodnych trojuhelnikt vidime,
ze pomeér obsahi Sestithelniku K LM NOP a trojuhelniku ABC je 6 : 12 = 1 : 2, tudiz
obsah Sestitthelniku KLM NOP je

1
S = 560 = 30 (cm?).

Hodnoceni. 1 bod za rozdéleni Sestitthelniku na vyse uvedené trojuhelniky a zdavodnéni
jejich vzajemné shodnosti; 3 body za jakékoli zdivodnéni, ze zbyvajici trojuhelniky tvorici
trojuhelnik ABC jsou s pfedchozimi shodné; 1 bod za porovnani obsahii obou zadanych
utvari; 1 bod za vysledek.

Jiné reseni. Vepisme Sestitthelnik K LM NOP do trojahelniku ABC pfedepsanym zpu-
sobem.

C

Na obrazku pak vidime, ze se pravidelny Sestithelnik K LM NOP sklada z Sesti shodnych
trojuhelnikti a zbyla c¢ast trojihelniku ABC' se sklada z Sesti jinych shodnych trojihel-
nikd. Dokézeme, Ze tyto trojuhelniky maji s predchozimi stejny obsah, a to na ptikladé
trojuhelniki NTO a CNO:
|TC|=2-|KT|. Dale v pravidelném Sestithelniku K LM NOP plati |[NT| = |KT|. Ted je
jiz. ztejmé, ze |CN| = |NT|. Trojuhelniky NTO a CNO maji tedy stejné velké strany NT
a C'N a shoduji se i v prislusné vysce, proto musi mit stejny obsah.

Diky rozdéleni trojuhelniku ABC na dvanéct trojahelniki o stejném obsahu vidime,
ze pomeér obsahi Sestithelniku K LM NOP a trojuhelniku ABC je 6 : 12 = 1 : 2, tudiz
obsah Sestitthelniku K LM NOP je

1
S = 5 -60 = 30 (cm?).

Hodnoceni. 2 body za vysvétleni, ze |[CN| = |[NT|; 2 body za vysvétleni, ze trojuhelniky
NTO a C'NO maji stejné obsahy; 1 bod za porovnani obsahii obou zadanych utvari; 1 bod
za vysledek.



Jesté jiné reseni. Vzhledem k tomu, Ze oba Gtvary jako celek jsou osové soumérné podle
oznac¢ime T'. Usecka K C je téznice trojihelniku ABC a KT jeji tfetina. Oznacme b délku
strany trojihelniku ABC'. Z Pythagorovy véty uplatnéné na pravouhly trojuhelnik K BC

pak plyne
1 b?
IKT| = 4/b2 — = = V3,
3 4 6

Protoze Sestitthelnik K LM NOP se sklada ze Sesti shodnych rovnostrannych trojuhelnik
s délkou strany |KT|, je jeho obsah

=6-——(—b) = —— b= b
51=6 4 \ 6 2 36 8

V3 <\/§ )2 33 3., V3

Obsah trojuhelniku ABC je Sy = %\/ng. Porovnanim S; a S, dostaneme, Ze obsah
Sestitthelniku K LM NOP je polovicni oproti obsahu trojihelniku ABC, tudiz je roven
30 cm?.

Hodnoceni. 1 bod za vysvétleni, ze KT je tfetina KC; 1 bod za vyjadfeni obsahu troj-
thelniku ABC’; 2 body za vyjadfeni obsahu Sestitthelniku pomoci stejné neznamé; 1 bod
za pomér obsahi obou atvart nebo analogicky poznatek; 1 bod za vysledek.

Poznamka. Na zékladé posledné uvedeného feseni a diky zadanému obsahu trojuhelniku
ABC mohou Zéci postupné vypocitat b = 11,8 cm, |KT| = 3,4cm a S = 30,0 cm. I takové
feSeni lze ohodnotit plnym poc¢tem bodi, pokud je i zdivodnéni v poradku.



