58. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
[11. kolo kategorie Z9

Z9-111-1
Na nasi zamySovanou chalupu jsme pfivezli mysilovce kocoura Vildu. V pondéli chytil
% vSech mysi, v utery % zbylych, ve stfedu % téch, co zbyly po tternim lovu, a ve étvrtek
uz jen % zbytku. V patek se zbylé mysi radéji odstéhovaly. Kolik bylo mysi na chalupé
puvodné, jestlize se v patek odstéhovalo o dvé mysi vice, nez jich Vilda chytil v atery?
Nezapomerite ovérit, zda byl kazdy den uloven celociselny pocet mysi.
(M. Volfovd, M. Dillingerovad)

Mozné FeSeni. V pondéli kocour ulovil % vsech mysi.

V atery ulovil % ze zbylé %, tj. % vsech mysi; zbyla % - % = % = % vSech.
Ve stiedu ulovi} % z L, tJ 11% vsech myé/i; zbyla 1% —1% :413—2 zli vsech.
Ve étvrtek ulovil £ z 7, tj. 55 vSech mysi; zbyla 7 — 55 = 55 = & vSech (a ty se v patek

odstéhovaly).

Podle zadani je % vSech mysi o dvé vice, nez bylo uloveno v utery, tj. nez % vSech.
Dveé mysi tedy tvoii rozdil % a % vSech mysi. Protoze % — % = %, predstavuji dvé mysi %
vsech, takze ptivodné bylo na chalupé 2 - 30 = 60 mysi.

Kontrola: V pondéli bylo uloveno 30 mysi, zbylo 30; v atery uloveno 10, zbylo 20; ve
stfedu uloveno 5, zbylo 15; ve étvrtek uloveny 3, zbylo 12 (coz je skuteéné o 2 vice nez

uterni ulovek).

Jiné feseni. Pokud ozna¢ime ptivodni pocet vSech mysi jako x, 1ze pomoci této nezndmé
vyjadrit vsechny uvahy uvedené vyse. Zavérecna tivaha pak muze byt fesena rovnici takto:
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6z = 5x + 60,
r = 60.

Hodnoceni. Po 1 bodu za zlomky vyjadiujici alovky v ttery, stfedu a ¢tvrtek; 1 bod za
zlomek vyjadiujici pocet odstéhovanych mysi; 1 bod za koneény vysledek; 1 bod za ovéreni,
ze vSechny tlovky jsou celé ¢isla.

Z9-111-2

Jirka, Vit a Ota na soutézi ziskali vSechny t¥i medaile. Nechtéli se chlubit, proto takto
zertovali:

Jiri: ,,Ota ziskal zlatou!*

Vit: ,,Ale ne, Ota ziskal stiibrnou!*

Ota: ,Nedostal jsem ani zlatou ani st¥ibrnou!*

Télocvikar prozradil, ze nositel zlaté medaile mluvil pravdu a nositel bronzové lhal.
Kdo ziskal jakou medaili? (M. Volfovd)

Mo#né FeSeni. Ulohu lze fesit tivahou, kdo mohl dostat zlatou medaili:
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Kdyby ji dostal Ota, pak by jeho vyrok nebyl pravdivy a to odporuje sdéleni télo-
cvikare.

Kdyby dostal zlatou Jifi, pak by jeho vyrok taky nebyl pravdivy, coz opét odporuje
sdéleni télocvikare.

Zlatou tedy dostal Vit. Ten jako nositel zlaté medaile mluvi pravdu a z jeho sdéleni
plyne, ze Ota ziskal stfibrnou. Pro Jifiho zbyla bronzova medaile a jeho vyrok je sku-
tecné lez.

Zavér: Vit ziskal zlatou, Ota st¥ibrnou a Jifi bronzovou medaili.

Hodnoceni. 1 bod za spravny zavér; 5 bodi za presné zduvodnéni.

Z9-111-3

Ve ¢tvercové siti, jejiz ¢tverce maji stranu délky a, jsou narysovany dvé kruznice
(viz obrézek). Ob& maji stfed v bodé S a kazda prochézi étyfmi miizovymi body. Sedé
vybarveny obrazec je vymezen ¢astmi téchto kruznic a jednou sitovou pfimkou. Vyjadiete
obsah Sedého obrazce pomoci délky a.
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(L. Siminek)

Mozné feSeni. MiiZové body, jimiz prochézi mensi kruznice, oznacéime A, B, C a D.
Na vétsi kruznici vyznaéime body K, L, M, N, O a P tak jako na obrazku. Sestitithelnik
KLMNOP je pravidelny, coz plyne z toho, ze vSechny jeho vrcholy lezi na jedné kruznici,
strany KL a NO maji délku evidentné shodnou s polomérem této kruznice a ostatni ¢tyti
strany maji stejnou délku.

Pro vypocet obsahu Sedého obrazce budeme potfebovat obsah S; vétsiho kruhu a
obsah Sy jeho tseCe vymezené tétivou LN, dale pak obsah S3 mensiho kruhu a obsah Sy
jeho tisece vymezené tétivou BC.

Vétsi kruh mé polomeér 2a, jeho obsah je

S; = n(2a)? = 4na®.

Obsah S5 kruhové tisece je roven rozdilu obsahti kruhové vysece LSN a trojahelniku LSN.
Uhel LSN zjevné vymezuje t¥etinu Sestitthelniku K LM NOP, obsah kruhové visede LSN
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je tudiz roven tfetiné obsahu S; vétsiho kruhu, tj. %na2. Nyni vyjadiime obsah trojahelniku
LSN. Stied tsecky LN oznad¢ime Z. Podle Pythagorovy véty uréime délku strany ZN
trojuhelniku SZN:

|ZN| = v/(2a)2 — a? = aV/3.
Odtud |LN| = 2aV/3 a obsah trojthelnfku LSN je 3 - 2av/3 - a = a®>v/3. Kone¢né miizeme
vyjadfit obsah Sy kruhové tsece:

_4 2 /m_ (4 2
Sg—gﬂa a\/g—(gn \/g)a.

Polomér mensiho kruhu odpovida thlop¥icce étverce o strané a, tj. ayv/2. Obsah tohoto
kruhu je

S3 = n(a\/§)2 = 2ma’.

Pokud od obsahu S5 odec¢teme obsah ¢tverce ABCD a rozdil vydélime ¢tyimi, dostaneme
obsah S4 kruhové tsece:

1
Sy = Z(2na2 —4a%) = <g - 1>a2.

KyzZeny obsah je roven

(S; — So) — (S5 — Sy) = 4na® — (gn - \/3)(12 — 2na® + (g - 1) a?,

coZ po upravé odpovida vyrazu

(gnJr V3 - 1)@2.

Hodnoceni. Po 1 bodu za obsahy Sy, S3, Sy; 2 body za obsah Sy; 1 bod za spravny zavér;
posledni Gprava neni povinné.

Z9-111-4
Adam s Evou hrali sachy.
Adam vyhral a utésoval Evu: To vis, ja hraji Sachy dlouho, dvakrat déle nez ty!“
Eva se zlobila: ,,Ale minule jsi fikal, Ze je hrajes t¥ikrat déle!*
Adam se divil: ,/To Ze jsem Fikal? A kdy to bylo?“
,,Predloni!*
»No tak to ano, mluvil jsem pravdu — a dnes také.“
Jak dlouho hraje Adam Sachy? (M. Volfovd)

Mozné feSeni. Piedpokladejme, zZe Eva hraje Sachy x let. Potom tdaje vystupujici v za-
dani tlohy mutzeme strucné vyjadrit nasledujici tabulkou:

predloni dnes
Eva Tz —2 T
Adam 2x — 2 2x

Piedloni hral Adam Sachy tfikrat delsi dobu nez Eva, coZ vyjadfime rovnici:

20 —2=3(z—2),
2x — 2 =3x — 6,
4=uz.

Odtud 2z = 8, coz znamend, ze Adam hraje Sachy 8 let.

Hodnoceni. 2 body za tudaje odpovidajici nasi tabulce; 2 body za sestaveni a FeSeni
rovnice; 2 body za spravny zavér.



