57. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
lI. kolo kategorie Z6

Z6-11-1

Na zahradé pana Kozla kvetlo nékolik tfesni. Na kazdé tfesni sedéli t¥i Spacci a jesté
jeden sedél na ploté. Pes pana Kozla je vyplasil a spacci uletéli. Za chvilku se vSichni vratili
a usadili se na tresné. Ttesen, pod kterou spal pes, ztustala prazdna, na kazdé z ostatnich
se usadili ¢tyfi Spacci. Kolik tfesni ma pan Kozel a kolik bylo na zahradé spacka?
RESENT. Ozna¢ime x pocet tiesni v zahradé a y pocet $packii. Jestlize vime, Ze vsichni
Spacci si posedali na tfesné po tfech a jeden ziistal na ploté, mizZeme sestavit nasledujici
rovnici:

y=3x+ 1.

Poté, co se znova Spacci na tresné vratili, obsadili po ¢tyfech vSechny tfesné kromé

jedné, kde lezel pes. Opét mizeme sestavit rovnici:

y=4(x—1).

Protoze je pocet Spacktl stale stejny, musi byt y u obou rovnic rovné stejnému cislu.
Pak dostavame:
3xr+1=4(z—1),
5 =1.

Po dosazeni do y = 3z + 1 vypocteme, ze Spacki bylo 16.
Pan Kozel méa celkem 5 tiesni a na zahradu prilétlo 16 Spackd.

[Za sestaveni kazdé rovnice 1 bod, za vyfeSeni rovnice 2 body, za spravnou odpovéd 2 body]

Z6-11-2

Je dan trojuhelnik ABC' takovy, Ze pata P kolmice z bodu C na pfimku AB lezi
uvniti tsecky AB. Z bodu P jsou vedeny kolmice p, ¢ na piimky AC a BC (v uvedeném
poradi). Ozna¢me S prusec¢ik pfimky BC' a pfimky ¢, T' prusec¢ik pfimky AC' a pfimky p.
Vypocditej velikost ihlu ACB, pokud vis, Zze |<APT| + |<BPS| = 20°.
RESENf. Z polohy paty P plyne, Ze vnitini thly a = |¥xBAC| a 3 = |xABC| daného
trojuhelniku jsou ostré:

C




Z pravouhlych trojihelniki APT, BPS plynou rovnosti
a=90° — |<XAPT|, B=90°—|xBPS|.
Jejich sectenim dostaneme
a+ [ =180° — (|<APT|+ |xBPS|) = 180° — 20° = 160°.
Proto hledany thel v = | ACB| daného trojihelniku ABC ma velikost

v =180° — (a + 3) = 180° — 160° = 20°.

Ulohu lze Fesit i jinymi postupy. Napifiklad srovnanim pravothlych trojuhelniktc APT
a APC, resp. BPS a BPC dostavame rovnosti

|« ACP| = |x<APT| a |xBCP|=|xBPS|,
jejichz sectenim obdrzime
|<xACB| = |xACP| + |xBCP| = |xAPT| + |«BPS| = 20°.

(Dalsi moznost nabizi étyftuhelnik PSCT, ktery ma vnitini thly u vrchola 7', S pravé
a u vrcholu P ma thel 160°.)

[Za Gplné Feseni udélte 6 bodd]

Z6-11-3

Na obréazku je zaokrouhlovaci séitaci pyramida. Do kazdé cihly (kromé téch z nej-
spodnéjsiho fadku) patii soucet ¢isel napsanych na dvou s ni sousedicich cihlach z nizsiho
radku, ovSem patfi¢né zaokrouhleny: soucty ve druhém radku odspodu zaokrouhlujeme na
desitky, ve tfetim na stovky a v nejvyssim ¢tvrtém na tisice. Dopliite do prazdnych cihel
pyramidy nejvétsi mozné cela cisla.

| 1100 | 1800 |
| 440 | | 1070 |
| 188 | | 451 | |

RESENI. Ozna¢me volnd mista v pyramidé pismeny A, B, C, D:

A
| 1100 | 1800 |
| 440 | B | 1070 |
| 188 | ¢ |41 | D |

Nejsnaze ur¢ime nejvyssi mozné hodnoty A a D.



Hodnota A:
1100 4 1800 = 2900, coz po zaokrouhleni na tisice dava A = 3 000.

Hodnota D:
Z rovnice D +451 = 1070 (zaokrouhleni na desitky) dostdvame podminku 614 < D < 623,
takze nejvétsi mozna hodnota D je D = 623.

Hodnota B:
Musi byt splnény dvé podminky, které plynou z rovnic
B + 440 = 1100 (zaokrouhleni na stovky), odkud 610 < B < 709,
B + 1070 = 1800 (zaokrouhleni na stovky), odkud 680 =< B < 779.
Cislo B musi byt rovno celému poétu desitek, takze je dokonce B < 700.

Hodnota C:
Musi byt splnény dvé podminky, které plynou z rovnic:
C' + 188 = 440 (zaokrouhleni na desitky), odkud 247 < C' < 256,
C' + 451 = B (zaokrouhleni na desitky), odkud B — 456 < C < B — 447.

Jak uz vime, plati B < 700, takze C' < B —447 < 253. Pti hodnoté B = 700 vyhovuje
C' = 253 obéma podminkam, takze je nejvétsi mozné, a zaroven mame potvrzeno, ze nejveétsi
mozné B je B = 700.

3000
| 1100 | 1800 |
| 440 | 700 | 1070 |
| 188 | 253 | 451 | 623 |

[1 bod za urceni A, 2 body za urceni B, 2 body za uréeni C, 1 bod za urc¢eni hodnoty D]



