54. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Komentare k domacimu kolu kategorie Z8

1. Poradové cislo dne v mésici je smutné, protoZe v jistém roce nebylo ani jednou
nedéli. Jaké ¢islo to bylo a na ktery den v tydnu pripadl v tom roce Novy rok?

RESENT. A. Nepfestupny rok: Padne-li (v nepfestupném roce) poradové &islo dne

v lednu...

v noru. . .

v bfeznu...

v dubnu...

v kvétnu...

v ¢ervnu...

v ¢ervenci. ..

v srpnu...

Vv ZAari...

v Tijnu. ..

v listopadu...

v prosinci. ..

na den D (tydne), pak

na D + 3 (protoze I ma 31 dni, 31 =7-4+ 3),

na D + 3 (protoze II m4 28 dni, tj. pravé 4 tydny, 28 =4 -7,
den tydne se proti inoru neméni),

na D + 6 (protoze IIl ma 31 dni, 31=7-44+3, D+3+3 =
=D +6),

na D+1 (IVma30dni,30=4-7+2, D+6+2=D+7+1,
7 dni je cely tyden), dale jiz stru¢néji:

na D +4,

na D + 6,

na D42 (VII m4 31 dni, 31 = 4-7+3, D+6+43 = (D+7)+2),
na D + 5,

na D (IX ma 30 dni, 30 =4-742, D+5+2 = D47, tj. tj7
den tydne jako D):

na D + 3,

na D + 5.

Pro pofadova ¢isla 1-28 se vystiidaji vSechny dny v tydnu: D (I, X), D + 1 (V),
D + 2 (VIII), D + 3 (II, III, XI), D + 4 (VI), D + 5 (IX, XII), D 4+ 6 (IV, VII). Pro
poradova ¢isla 29., 30., 31. chybéjici v II maji pfislusny den tydne v III (a 29., 30.1 v XI).
Poradové ¢islo dne 31. neni v IX (ale stejny den tydne pripadne na XII) a v IV (ale
stejny den pfipadne na VII) a také neni v VI. Kdyby mélo 31. pfipadnout v ¢ervnu na
nedéli (tj. den D+4 je nedéle), pripadlo by 31. 1. (a tedy i 3. 1.) na stfedu (3+4-7 = 31)
a rok by zacinal v pondéli. V nepfestupném roce zac¢inajicim v pondéli je smutné ¢islo
31. (31.1. je stfeda, 31.3. sobota, 31.5. ¢tvrtek, 31.7. utery, 31.8. patek, 31.10. opét
stfeda a 31.12. pondéli).

B. Struc¢né pro prestupny rok:

I
II
III
vV
v
VI

...D,
...D+3,
...D +4,
...D,

...D+2,
..D+5,

VII ...D,
VIII ...D+3,
IX ...D+6,
X ..D+1,
XI ...D+4,
XII ...D+6.



Den D (I, IV, VII), D+ 1 (X), D+ 2 (V), D+ 3 (II, VIII), D + 4 (III, XI), D+ 5
(VI), D+ 6 (IX, XII). Opét jde o 31., které by mélo pfipadnout na nedéli v ¢ervnu (ma
ale jen 30 dni). Den D +5 je nedéle, 31. 1. a také 3. 1. je den D, tedy utery a rok zacina
nedéli. V prestupném roce, ktery zacina nedé€li, je smutné ¢islo 31.

2. Slimdk lezl po ctvercové siti a zanechal za sebou stopu (obr. 1). Cisla pod siti a vedle
nt uddvagji pocet navstivenych ctverecki v danem radku ¢i sloupci. Na obr. 2 urcete
drahu slimaka, vite-li, Ze nikdy nevlezl dvakrat do stejného ctverecku a Ze nikdy
nelezl sikmo.

3
4
2
4
2 2
2 (\\C:?_\f 2
R S % - 4
1 3 2 1 45 2 1 4 4

Obr. 1 Obr. 2

Vstup i vystup slimaka je v dolnim fadku. Ttfemi ctverecky vsak slimak projde
i v fddku nejvyse polozeném. Musi tedy z dolniho fadku ,vystoupat“ nahoru a zase
projit dolti. Radky, oznacené ¢islem 2 (jsou takové tii) projde jen jednou svisle vzhiiru
a jednou svisle doli. Obé ¢asti cesty (vzhiru a doli) budou spojeny v nejvyssim fadku
tfemi policky. Paty sloupec mé obsazeno jen jedno pole — bude to praveé pole v nejvyssim
fadku na spojnici obou ¢asti cesty. Radky oznadené ¢islem 4 budou obsahovat bud dva
vodorovné tseky o dvou polich (pro cestu nahoru a pro cestu doli), nebo jeden usek se
tfemi poli a jeden o jednom poli. Protoze je 1. sloupec oznacen ¢islem 1, nemtize se v ném
slimak vyskytovat vicekrat a spodni fadek tedy musi mit obsazeni bud x x 000X X, nebo
X X x 000 X. Prvni moznost vSak nevyhovuje (napf. nelze obsadit pét poli 3. sloupce).
Jediné feseni je na obrazku.

XXX 3

XXX X 4

X X 2

XX X | X4

X X2

X X2

%@QXXX X |4
1 45 2144



3. O lichobézniku LICH (LI || CH) vime, Ze LCLHI, |<ILC| = |xIHC| a aritme-
ticky primer délek jeho zdkladen je 8 cm. Vypocitejte obsah tohoto lichobézniku.

RESENT. Je dano LIC H. Z vlastnosti stiidavych thlt plyne, ze |xIHC| = |<LIH|
a |xILC|=|xLCH|.
O lichobézniku vime, ze |<ILC| = |<IHC|. Je tedy

|XILC|=|xLCH| = |xIHC| = |xLIH|.

Ozna¢me S prusecik thlopticéek (obr.). Oba trojuhelniky LIS, HC'S jsou rovnora-
menné (protoze maji shodné uhly p#i zakladné LI, resp. HC) a pravouhlé. Velikost thlu
pii zakladné je 45° (jsou shodné a jejich soucet je 90°). Vysky spusténé na zakladnu pra-
vouihlého rovnoramenného trojihelniku maji velikost rovnu poloviné velikosti zédkladny
(rozdéli trojihelnik na dva shodné rovnoramenné trojuhelniky).

S £ N

L a

N

Ozna¢me |LI| = a, |[HC| = c. Vyska v trojuhelniku LIS ma velikost v; =
v trojuhelniku HC'S je vy = %c. Vyska lichobézniku je v = v; + v5 a jeho obsah

2+2

2 2

S_a-i—c a-+c (a c)_a—l—c a-+c
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Protoze je dano, ze aritmeticky primeér délek zakladen lichobézniku je 8 cm = %(a +c),

bude S =8 -8 = 64 (cm?).

4. Kolik je mezi cisly 1,2,3,...,999,1 000 takovych, kterd nejsou delitelna Zadnym
z cisel 2, 3, 4, 57

RESEN{. Neni-li ¢islo délitelné éislem 2, nebude délitelné ani ¢islem 4. Cislo 4 tedy
muiizeme z avah vyloucit. Je

n(2;3;5) = 30.

Uvazme, kolik je prirozenych cisel, ktera nejsou délitelnd zadnym z cisel 2, 3, 5, mezi
prvnimi 30 ¢isly — vypisme je: 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29. Je jich celkem 8. Takovych
tFicetic je 33 (1000 = 30-33+410), hledanych ¢isel v nich bude celkem 8-33, ve zbyvajicich
deseti budou jesté dvé. Celkem jich je 8 - 33 + 2 = 266.
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5. Alenka sestavovala ,hlemyzdi ulitu“ z rovnoramennych pravouhlych trojuhelniki
jako na obrazku. PouZila k tomu co nejvic trojuhelniki, ale Zddné dva se neprekry-
valy.

a) Z kolika trojihelniki byla ulita sestavena?
b) Jaky je obsah nejvétsiho trojuhelniku, je-li odvésna nejmensiho z nich dlouhd
1cem?

RESEN{. a) Ulita je slozena z rovnoramennych pravothlych trojuhelniki, které maji
ostré thly 45°. Takovych thlia je do 360° osm (360 : 45 = 8), proto i trojuhelnika bude
osm. Plati, ze prepona mensiho trojihelniku je zaroven odvésnou sousedniho vétsiho
trojuhelniku.

b) Velikosti odvésen osmi trojuhelnikt jsou po fadé (vypocet pomoci Pythagorovy
véty) 1, v/2, 2, 2v/2, 4, 41/2, 8, 8v/2. Nejvétsi trojihelnik ma odvésny o velikosti 84/2,
a jeho obsah je tedy

_ 8v2-8v2

S 2

= 64 (cm?).

42
8v/2

1
2v/2 /2

6. Archeologové vykopali papyrus se zvldstni tabulkou s vyrezem wve tvaru ,obrdce-
ného Z“ (obrdzek). Jde zrejmé o talisman. Mél zajimavou vlastnost: zakrouzkujeme-
-li libovolnych pét cisel tak, aby v kazdém sloupci 1 radku bylo zakrouZkovdno prdvé
jedno, a techto pet cisel secteme, dostaneme vZdy stejny soucet. Pokuste se zrekon-
struovat tento talisman, tzn. doplnte c¢isla na prazdna mista.
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RESENT. Nejprve uréime ,magicky“ soudet. Za¢neme ¢islem, které je ,samo“ v ¥ad-
ku nebo sloupci, napt. ¢islem 9, a vybereme k nému podle daného pravidla ¢tyri dalsi:

94+0+84+7+2=26.
Pak opét vybirame podle daného pravidla ¢tyri ¢isla a k souctu 26 dopocteme paté,

napr.
6+8+9+2+x =26,

tedy x = 1 (z je prostfedni ¢islo v 1. fadku);
6+5+9+2+y =26,

tedy y =4 (y je 2. ¢islo v 1. fadku) atd., az je vyplnéna celd tabulka.




