67. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

l1l. kolo kategorie Z9

Z9-111-1

Ve finale soutéze spolecenskych tanct mél kazdy z dvaceti péti porotcti ohodnotit pét
tanecnich part znamkami 1 az 5 jako ve skole, pricemz kazdou znamku musel pouzit prave
jednou. Po soutézi byla zvefejnéna tabulka s primeéry znamek pro kazdy par:

par A par B par C par D par E

4,68 3,86 3,36 1,44 1,60

Zahy se zjistilo, ze praveé jeden z primeéri je v tabulce uveden Spatné. Zjistéte, ktery primeér
je chybny, a opravte jej.

Jednim z porotcti byl stryc tanecnika paru E. Pary vsak hodnotil cestné a bez zaujeti
nasledujicim zpusobem: 1 pro D, 2 pro E, 3 pro B, 4 pro C a 5 pro A. Pfesto mu po vy-
hlaseni opravenych vysledki vrtalo hlavou, zda by byval mohl nepoctivym ozndmkovanim
posunout par E na prvni misto. Zjistéte, zda to mohl dokézat. (L. Simiinek)

MozZné feseni. Primér znamek kazdého paru je roven souctu vsSech jemu pridélenych
znamek vydélenému cislem 25. Soucty znamek jednotlivych part by tak mély byt:

4,68 -25 =117, 3,86-25=96,5, 3,36-25=284, 1,44-25=36, 1,60-25=40.

Vidime, zZe soucet znamek u paru B neni prirozené c¢islo, vysledek tohoto paru byl tedy
chybny. Nyni jej opravime. Soucet vsech znamek udélenych v soutézi byl

25-(14+243+4+5)=25.15 = 375.

Odecteme soucty znamek udélenych parum A, C, D, E a ziskame soucet znamek udélenych
paru B:
375 — 117 — 84 — 36 — 40 = 375 — 277 = 98.

Spravny priameér znamek udélenych paru B byl tedy
98 : 25 = 3,92.

Pokud by chtél zminény porotce co nejvice prospét paru E, mohl misto znamky 2
udélit 1. Tim by se soucet zndmek paru E zmensil z 40 na 39. Aby paru D co nejvice uskodil,
mohl misto znamky 1 udélit 5 a soucet jeho znamek tak zvetsit z 36 na 40. V takovém
ptipadé by vysledek paru D byl horsi nez vysledek paru E. Zminény porotce tedy mohl
nepoctivym oznamkovanim posunout par E na prvni misto.

Hodnoceni. 2 body za urceni chybného prumeéru; 2 body za jeho opravu; 2 body za feseni
zbylé casti ulohy.
Poznamka. Nasobeni 25 je totéz jako nasobeni 100 nasledované délenim 4. Chybny pri-
mér lze tedy odhalit kontrolou, zda dvojcisli za desetinou carkou je délitelné Ctyimi.
Spravny prumér paru B lze (bez rozndsobovani 25 a néaslednym délenim tymz éislem)
urcit takto:

15— 4,68 — 3,36 — 1,44 — 1,60 = 3,92.
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Kazdé z ¢isel a a b 1ze vyjadrit jako soucin tii prvocisel mensich nez 10. Kazdé prvocislo
mensi nez 10 je piitomno v rozkladu alespon jednoho z ¢isel a a b. Nejvétsi spolecny délitel
¢isel a a b je roven nejvétsimu spolecnému déliteli cisel (¢ a b a souCasné dvojnasobku
b

nejvétsiho spoleéného délitele cisel a a 3.

Urcete ¢isla a a b. (E. Semerddovd)
Mozné fFesSeni. Prvocisla mensi nez 10 jsou 2, 3, 5 a 7. Ze zadani plyne, Ze ¢islo a je
délitelné 15 a ¢islo b je délitelné 4. Prvociselné rozklady téchto ¢isel jsou proto tvaru

a:3-5-p, b:22Q7

kde p a q jsou prvocisla z vyse uvedeného seznamu.
Protoze nejvétsi spolecny délitel ¢isel a a b je roven dvojnasobku nejvétsiho spole¢ného

délitele ¢isel a a &, musi byt p =2 a ¢ # 2. Tedy

49
a=3-5-2=30.

Protoze nejvétsi spolecny délitel ¢isel a a b je roven nejvétsimu spolecnému déliteli ¢isel &
a b, nemuze byt ¢ ani 3, ani 5. Z predchoziho vime, Ze ¢ nemiize byt ani 2. Tedy ¢ =7 a

b=2-2.7=28.

Kazdé z uvedenych prvocisel je pfitomno v rozkladu alespon jednoho z ¢isel a a b.
Neznama c¢isla jsou a = 30 a b = 28.

Hodnoceni. 1 bod za délitelnost ¢isla a patnécti; 1 bod za délitelnost ¢isla b ¢tyfmi;
3 body za diskusi moznosti pro p a ¢; 1 bod za urceni vyhovujici moznosti a vyjadfreni a
ab.
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ctivei), druzi stéle 1zou (1héafi). Vyzkumnici tam potkali nékolik skupin domorodci a vzdy
se kazdého ze skupiny zeptali, kolik je v jejich skupiné poctivci.
e Jako odpovédi od jedné ¢tyiclenné skupiny dostali vSechna ¢isla stejné.
e Jako odpovédi od druhé skupiny dostali ¢isla 0, 1, 3, 3, 3, 4.
Kolik poctivctt mohlo byt v jedné a kolik ve druhé skupiné? Urcete vSsechny moznosti.
(M. Volfova)

Mozné reseni. Kdyby v prvni skupiné byli sami poctivci, dostali by vyzkumnici jako
odpovéd ¢isla 4, 4, 4, 4. Kdyby ve skupiné byli tfi, dva, resp. jeden poctivec, nemohli by
vyzkumnici dostat jako odpovéd Ctyfi stejnd cisla. Kdyby ve skupiné byli jenom lhéafi,
mohli by vyzkumnici jako odpovéd dostat jakoukoli étvefici ¢isel neobsahujici 0. V prvni
skupiné proto mohly byt bud ¢tyfi poctivcei, nebo zadny.

Protoze vsichni poctivci ve skupiné musi (na rozdil od 1hait) odpovidat stejné, ¢éislo k
muze predstavovat odpovéd poctivee, pouze kdyz se opakuje k-krat. Proto pocet poctivet
ve druhé skupiné mohl byt bud jeden, nebo tii. (Kdyby ve skupiné byli sami 1héafi, potom
by odpovéd 0 byla pravdiva, coz u lhafa neni mozné.)

Hodnoceni. Po 2 bodech za uréeni moznosti u kazdé skupiny; 2 body za tplnost a kvalitu
komentare.
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V kosoctverci ABC'D se stranou délky 4 cm a thlopfickou AC délky 4 cm je bod K
sttedem strany BC'. Dale jsou sestrojeny body L a M, které tvoii spolu s body D a K
¢tverec KLMD.

Vypoctéte obsah ¢tverce K LM D. (L. Ruzickovd)

Mozné resSeni. Podle zadani je kosoctverec ABCD tvoren dvéma shodnymi rovnostran-
nymi trojihelniky ACD a ABC. Bod K je stfedem strany BC, usecka AK je vyskou
v trojuhelniku ABC a osou thlu CAB. Vnitini thly v rovnostrannych trojahelnicich maji
velikost 60°, proto je velikost thlu C'AK rovna 30° a velikost thlu DAK je 60°+30° = 90°.
Trojuhelnik DAK je tedy pravouhly, pficemz jeho pfepona je stranou hledaného ¢tverce.

Strana DA ma velikost 4 cm. Strana AK je odvésnou pravotuhlého trojuhelniku AKC),
jehoz zbylé strany méri 4 cm a 2 cm. Podle Pythagorovy véty plati

|AK|?> = |AC|]? — |CK|? = 4% — 2% = 12 (cm?).
Nyni podle Pythagorovy véty v trojuhelniku DAK dostavame
IDK|> = |DA]* + |AK|* = 4* 4+ 12 = 28 (cm?).

Obsah étverce KLM D je 28 cm?.

Hodnoceni. 2 body za uréeni pravého tthlu DAK; 2 body za uréeni |[AK|?; 2 body za
urceni |DK|?.



