66. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
[1l. kolo kategorie Z9

Z9-111-1
MiSa a Jana dnes obé maji narozeniny, dohromady je jim 84 let. Pfitom Misa ma

dvakrat vic let, nez méla Jana, kdyz Misa méla tolik let, kolik mé& Jana dnes.
Kolik let ma Misa a kolik Jana? (M. Volfovd)

Mozné teseni. Informace ze zaddni mizeme pomoci jedné neznamé zapsat napr. takto:

dnes diive

Misa 2x 84 — 2x

Jana 84 — 2x T

Rozdil véka je v obou Fadcich stejny (rozdil mezi ,dnes“ a ,dfive“), coz vede k rovnici

20 —84+2xr =84 -2z —x,

Txr = 168,
T = 24.

Odtud dostavame 2x = 48 a 84 — 2z = 36, tzn. Misa m4 48 let a Jana 36 let.

Jiné FeSeni. Vztahy ze zadédni je mozné s vice nezndmymi vyjadiit napt. takto:

dnes drive
Misa 2z Y
Jana y T

Mise a Jané je dohromady 84 let a rozdil véki je na obou fadcich stejny. To vede k soustavé

dvou rovnic
2z +y = 84,

e —y=y—ux,

ktera je ekvivalentni soustaveé
4z + 2y = 168,

3z = 2y.

Dosazenim druhé rovnice do prvni dostavame

Tr = 168,
T = 24.

Odtud vyplyva 2z =48 a y = % - 24 = 36, to znamena, ze MisSe je 48 let a Jané 36 let.
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Navrh hodnoceni. 2 body za vyjadfeni vztaht obsazenych v Gvodni tabulce; 2 body
za sestaveni a vyfeSeni rovnice, resp. soustavy rovnic; po 1 bodu za dopocitani véku Misi
a Jany.

Poznamka. Za nezndmou miize byt zvolen také rozdil mezi ,dnes“ a ,d¥ive* nebo rozdil
mezi véky Misi a Jany; v takovém pfipadé by tivodni vztahy spolu s ostatnimi podminkami
vedly k jiné soustavé rovnic s obdobnym fesenim, tedy i hodnocenim.

Ze zadani plyne, ze Misa je starsi nez Jana a ze MiSin vék je sudé ¢islo. Soucet jejich
vékl je 84 let, takze misto uvedeného feSeni rovnic je mozné postupné zkouset, ktera
z nasledujici moznosti vyhovuje ostatnim pozadavkim ze zadani:

Misa 44 46 48

Jana 40 38 36

Takto lze snadno odhalit, ze vyhovujici je tfeti moznost. Bez zdivodnéni, ze se jedna
o jedinou moZnost, hodnotte takové feseni nejvyse 4 body. Za zdivodnéni jednoznacnosti
udélte dalsi 2 body podle kvality komentare.

Z9-111-2

Pted Honzou sedély tii zahalené princezny, z nichz jedna byla Zlatovlaska. Honza mél
za ukol zjistit, kterd z nich to je.

Princezna v prvnim kfesle fekla: ,, Ve tfetim kiesle Zlatovlaska nesedi.“

Princezna ve druhém kfesle rekla: ,,J& Zlatovlaska nejsem.“

Princezna ve t¥etim kfesle fekla: ,,Ja jsem Zlatovlaska.*

Kouzelnd muska Honzovi prozradila, kolik princezen lhalo. Teprve s touto radou do-
kézal Honza odhalit pravou Zlatovlasku.

Ktera z princezen byla Zlatovlaska? (M. Volfovd)

MozZné FeSeni. Rozlisime tfi pfipady podle toho, kde mohla sedét Zlatovlaska:
1. Pokud by Zlatovlaska sedéla v prvnim kfesle, potom by

e princezna v prvnim kfesle mluvila pravdu,
e princezna ve druhém kiesle mluvila pravdu,
e princezna ve tfetim kfesle lhala.

2. Pokud by Zlatovlaska sedéla ve druhém kfesle, potom by

e princezna v prvnim kfesle mluvila pravdu,
e princezna ve druhém kresle lhala,
e princezna ve tretim kfesle lhala.

3. Pokud by Zlatovlaska sedéla ve tfetim kfesle, potom by

e princezna v prvnim kfesle lhala,
e princezna ve druhém kfesle mluvila pravdu,
e princezna ve tietim kiesle mluvila pravdu.

V prvnim a ve tfetim piipadé by lhala jedna princezna, ve druhém piipadé by lhaly
dvé princezny. Protoze musci rada Honzovi pomohla odhalit Zlatovlasku, musela mu muska
prozradit, ze lhaly dvé princezny. Tomu odpovida druhy pripad, totiz ze Zlatovlaska sed€la
ve druhém ktesle. (Pokud by muska tvrdila, Ze lhala jedna princezna, Honza by neumél
rozhodnout mezi prvnim a tfetim p¥ipadem.)
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Navrh hodnoceni. 4 body za rozbor vSech pfipadi; 2 body za uréeni jediného mozného
pripadu a umisténi Zlatovlasky.

Poznamka. Predchozi rozbor moznosti lze pojmout opacné, tj. podle pravdivosti, resp.
nepravdivosti jednotlivych vyrokiu vyvozovat, kde by méla sedét Zlatovlaska. Takto by se
muselo diskutovat celkem osm pripadu:

e Vyroky princezen v prvnim a ve tietim kfesle jsou navzajem v rozporu, tudiz tyto dvé
princezny nemohou obé souc¢asné mluvit pravdu — tim jsou vylouceny dva ptipady.

e Ze stejného diivodu nemohou princezny v prvnim a ve tfetim kfesle obé soucasné
lhat — tim jsou vylouceny dalsi dva pripady.

e Neni mozné, aby soucasné princezna ve druhém kfesle lhala a princezna ve tfetim
kiesle mluvila pravdu (to by byly obé Zlatovlasky) — tim je vyloufen dalsi pfipad.

Zbylé tii pripady odpovidaji pravé pripadim v uvedeném FeSeni.

Z9-111-3

Velitel svolal ostatni obrance hradu a rozhodl, jak se rozdéli o svou odménu:

,Prvni si vezme jeden zlatdk a sedminu zbytku, druhy si vezme dva zlatdky a sedminu
nového zbytku a tak dale. Tedy n-ty obrénce si vezme n zlatdkt a k tomu je$té sedminu
ze zbyvajictho mnoZstvi zlatdkd, dokud néjaké budou.“

Takto se podatilo rozdélit viechny zlataky a pritom vSichni obranci dostali stejné.
Kolik obranct se délilo o odménu? (M. Volfovd)

MozZné FeSeni. Oznacme pocet obranct p a uvazujme odzadu. Posledni p-ty obrance si
vzal p zlatdktl, a tim byly rozebrdny vSechny zlatédky. Pfedposledni (p — 1)-ty obrance si
vzal p — 1 zlatadkl a sedminu aktuédlniho zbytku, ktery oznacime z. ProtoZe oba obranci
dostali stejné, plati

1

p—1l+z-2=p (1)

7
Odtud dostavame % -z =1, tedy z = 7. Soucasné vsak plati, ze posledni obrance mél
k dispozici Sest sedmin tohoto zbytku. To znamena, ze

6
==z, 2
=gz (2)
tedy p = 6. Pokud se obranci rozdélili o vSechny zlataky a v8ichni dostali stejné, muselo
jich byt Sest, kazdy dostal Sest zlataki, vSech zlatdk® proto bylo 6 - 6 = 36. Protoze jsme
dosud uvazovali jenom nékteré informace ze zadéni, je nutné ovérit, ze takové déleni je
skute¢né mozné:

vzal zustalo

prvni [ 14+3(36—-1)=6 | 36—6=230
druhy | 2+43(30-2)=6 | 30-6=24
tieti 3+1(24-3)=6 | 24-6=18

4+1(18-4)=6 | 18-6=12
paty 5+1(12-5)=6 12-6=6

ctvrty

Sesty 6+ 2(6-6)=6 6-6=0

O odménu se délilo Sest obranci.

Navrh hodnoceni. 3 body za vztah (1) a uréeni z = 7; 2 body za vztah (2) a vysledek
p = 6; 1 bod za ovéfeni.

Jiné feSeni. Ozna¢me pocet vSech zlatakl | a uvazujme odpfedu. Prvni obrénce si vzal
jeden zlatdk a sedminu zbytku, tedy si vzal

1

(1 +6) (3)

1
1+2(1-1)=
+20-1)
zlatdkd a pocet zlatéki se tak zmengil na S(I — 1). Druhj obrénce si vzal dva zlatéky
a sedminu nového zbytku, tedy si vzal

2+%(§(171)72) :%(ﬁzws) (@)

zlatédkl. Protoze oba obranci dostali stejné, plati

Lis6)= 261+ 78) (5)

7 49 ‘
Odtud dostavame

Tl+42 =61+ 78,
[ = 36.

Rozepsanim jako v tabulce u piedchoziho postupu se ovéri, ze jsme nalezli vyhovujici feSeni
a ze obrancu bylo Sest.

Navrh hodnoceni. Po 1 bodu za vztah (3), resp. (4) a jeho pfipadnou tpravu; 2 body
za sestaveni a vyfeSeni rovnice (5); 2 body za ovéfeni a vysledek.

Jiné feSeni. Oznafme podet obranci p. Posledni p-ty obrance si vzal p zlatdkd, a tim byly
rozebrany vSechny zlatdky. Vsichni obranci dostali stejné, kazdy proto dostal p zlaték.

Obréanci se tedy délili celkem o p? zlataki.
Prvni obrance si vzal jeden zlatdk a sedminu zbytku, procez plati

1
1+;(p2—1):p, (6)
tedy
p*=1=7(p—1).
Levou stranu v této rovnici lze vyjadfit jako p? — 1 = (p + 1)(p — 1). Ze zadéni plyne, Ze
p>1, tudiz p — 1 > 0 a pfedchozi rovnice je ekvivalentni s rovnici
p+1=1,
tedy p = 6. Rozepsanim jako v tabulce u prvniho postupu se ovéri, ze jsme nalezli vyhovujici
feseni. O odménu se délilo Sest obranct.

Navrh hodnoceni. 2 body za vyjadieni po¢tu vSech zlataktt pomoci p; 3 body za sesta-
veni a vyfeSeni rovnice (6); 1 bod za ovéFeni.

S poznatkem o pocétu vSech zlatakii 1ze zkousenim zjistit, Ze nejmensi p, pro které lze
zlatéky rozdélit podle uvedenych pravidel, je p = 6. Takové Feseni bez zdivodnéni, ze se
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jedna o jedinou moznost, hodnotte nejvyse 4 body. Za zdivodnéni jednoznacnosti udélte
dalsi 2 body podle kvality komentére.

Jiné feSeni. Ozna¢me pocet vSech zlatdkl [. Prvni obrance si vzal jeden zlatédk a sedminu
zbytku, prodeZ onen zbytek I — 1 musel byt délitelny sedmi. Cislo [ je proto tvaru

I=Tk+1 (7)

pro néjaké kladné celociselné k. Prvni obrance si tedy vzal
1
1+?(171)=1+k

zlatékt. VSichni obrénci dostali stejné a posledni dostal pravé tolik zlatédktl, jaké bylo jeho
poradové ¢islo. To znamena, Ze obrancti bylo k + 1 a kazdy dostal k + 1 zlatdki, celkem se
tedy délili o

l=(k+1)2 =k +2k+1 (8)

zlatakid. Porovnanim (7) a (8) dostavame rovnici
Thk+1=k+2k+1, 9)

neboli 5k = k2. Ze zadani plyne, Ze obranci byli alespon dva, tudiz & > 0 a pFedchozi
rovnice je ekvivalentni s £ = 5. Rozepsanim jako v tabulce u prvniho postupu se ovéti, ze
jsme nalezli vyhovujici feSeni. O odménu se délilo Sest obranci.

Navrh hodnoceni. 1bod za vztah (7); 2 body za vztah (8); 2 body za sestaveni a vyfeseni
rovnice (9); 1 bod za ovéfeni.

S poznatkem (7) lze zkouSenim zjistit, Ze nejmensi k, pro které lze zlatéky rozdélit
podle uvedenych pravidel, je k = 5. Takové feSeni bez zdivodnéni, Ze se jedna o jedinou
moznost, hodnotte nejvyse 4 body. Za zdtivodnéni jednozna¢nosti udélte dalsi 2 body podle
kvality komentare.

Z9-111-4

V rovnoramenném trojihelniku ABC' je zakladna AB dlouhd 6 cm a tthel BCA méa
velikost 45°.

Vypoctéte polomeér kruznice opsané tomuto trojuhelniku. (L. Ruizickovd)

Mozné reSeni. Stfed S kruznice opsané trojihelniku ABC' oznac¢ime S. Vzdalenost
stfedu S od kazdého z bodi A, B, C je rovna hledanému poloméru, ktery oznac¢ime r.
Trojthelniky AC'S, BC'S a ABS jsou tedy rovnoramenné. Nejprve ukazeme, Ze trojihel-
nik ABS je pravouhly s pravym thlem u vrcholu S.

Stied S lezi na ose zakladny AB, kterd je zaroveii osou soumérnosti trojihelniku ABC.
Rovnoramenné trojihelniky AC'S a BCS jsou tedy shodné. Proto i thly SAC, ACS, SCB
a C'BS jsou navzajem shodné s velikostmi

1
=457 =22°30" (1)
Soucet velikosti vnitinich thla SAC a ACS v trojuhelniku AC'S je roven 45°, a to je také

velikost vnéjsiho tthlu u vrcholu S (na obr. oznadeného w). Tento thel je polovinou thlu
ASB, proto je thel ASB pravy.

V pravothlém trojthelniku ABS maji obé odvésny délku r a pfepona AB je dlouha
6 cm. Podle Pythagorovy véty plati

tedy r = v/18 = 3v/2 (cm). Kruznice opsana trojithelniku ABC m4 polomér 3+/2 cm.

Navrh hodnoceni. 1 bod za poznatek o shodnosti trojuhelnikit AC'S a BC'S, resp. thli
SAC, ACS, SCB a CBS; 3 body za odvozeni, ze tthel ASB je pravy; 2 body za vypocet
poloméru (za spravnou odpovéd povazujte kteroukoli z vyse uvedenych hodnot).

Prvni 4 body udélte i v pfipadé, ze velikost ihlu ASB je odvozena s odkazem na vétu
o stifedovém a obvodovém thlu.

Za uziti Pythagorovy véty v trojihelniku ABS bez zdivodnéni, proé¢ je tento troj-
thelnik pravouhly, udélte nejvyse 1 bod.

Poznamky. Po vypoétu (1) se lze k velikosti thlu ASB dopo¢itat rozliénymi zpisoby.
Napf. urcenim velikosti vnitfnich hli u zakladny v rovnoramenném trojihelniku ABC,

%(180o —45°) = 67°30/,
poté vyjadfenim velikosti vnitfnich hli u zékladny v rovnoramenném trojihelniku ABS),
B =67°30" —22°30" = 45°,
odkud je velikost thlu ASB vypoctena jako
0 =180° —2-45° =90°.

Jiné odvozeni muze byt zaloZzeno na urceni velikosti zbylych vnitinich ihla ve shodnych
rovnoramennych trojihelnicich ACS a BCS,

v =180° — 2-22°30" = 135°,
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odkud je velikost thlu ASB vypoctena jako

0 =360° —2-135° = 90°.

c




