66. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
. kolo kategorie Z9

Z9-11-1

Do prazdnych policek doplite ¢isla tak, aby v policcich uprostfed kazdé vyznacené
tsecky byl soucet Cisel z jejich krajnich policek a aby soucty ¢isel z policek na obou thlo-
prickach byly stejné. (S. Bedndiovd)

Mozné feSeni. Podle prvni podminky umime doplnit pouze prostifedni poli¢ko na prvnim
fadku, 4 + 8 = 12, a prostfedni policko na t¥etim fadku, 10 — 12 = —2.

Dalsi ¢isla pfimo doplnit neumime, ale mizeme si pomoci nezndmou a rovnici. Pokud
napf. ¢islo v prvnim policku na tfetim fadku oznacime z, potom podle prvni podminky
bude ve tfetim policku na tomtéz fadku —x — 2.
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Podle druhé podminky dostavame

44+10—2—-2=8+10+ =z,
2x = —6,
r=-3.

Po dosazeni umime doplnit také zbyvajici ¢isla na druhém fadku a dostavame nasle-
dujici jednoznacné feseni:

4 12 8
1 10 9
-3 —2 1

Navrh hodnoceni. Po 1 bodu za doplnéni hodnot 12 a —2; 3 body za sestaveni a vyfeseni
rovnice; 1 bod za doplnéni zbyvajicich ¢isel.

Reseni pomoci rovnice neni nezbytné, lze odhalit nap¥. postupnym zkousenim a vy-
svétlenim, Ze tloha vice FeSeni neméa. Naopak, oznacenim vice ¢isel z prazdnych polich
nezndmymi lze tlohu fesit pomoci vice rovnic o vice neznamych. Navrhované hodnoceni
prizpisobte zakovskému feSeni s ohledem na jeho tplnost a kvalitu komentéfre.

7Z9-11-2

Pat secetl vsechna Ctyfmistna ¢isla, z nichz kazdé obsahovalo vSechny ¢islice 1, 2, 3
a 4, a dospél k souctu 58 126.

Mat Pata upozornil, ze vysledek neni dobie, a zaroven mu prozradil, ze soucet 1ze
ziskat jednodussim zptisobem nez vypisovanim a postupnym s¢itanim vsech ¢isel. Pat si
nechal poradit, lohu vyfesil a zjistil, Ze ptivodné sice pocital spravné, ale na dva s¢itance
zapomnél.

Zjistéte, na kterd ¢isla Pat ptivodné zapomnél. (L. Hozovd)

MozZné FeSeni. Vsech ¢tyfmistnych ¢isel obsahujicich vSechny uvedené éislice je 24:

1234 1243 1324 1342 1423 1432
2134 2143 2314 2341 2413 2431
3124 3142 3214 3241 3412 3421
4123 4132 4213 4231 4312 4321

Mezi témito 24 ¢isly se na kazdém misté opakuje kazda ze 4 ¢islic pravé 6krat (6-4 = 24).
Soucet vSech ¢islic jak na misté jednotek, tak na misté desitek, stovek i tisict je roven

6-(1+2+3+4)=060.
Soucet vSech uvedenych ¢isel je proto roven
60 + 10 - 60 4+ 100 - 60 4+ 1 000 - 60 = 66 660.
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Protoze Patovi ptivodné vyslo 58 126, musi byt soucet dvou chybéjicich s¢itanci roven
66 660 — 58 126 = 8 534.

Protoze vSechna ¢isla sestavaji z ¢islic mensich nez 5, nedochéazi pfi secitani kterychkoli
dvou nikde k piechodu pies desitku. Cislice na jednotlivych mistech ¢isla 8534 Ize proto
ziskat néasledovné:
e 8 =4+4,
e 5 =2+ 3 (moznost 1+ 4 vylu¢ujeme, protoze pak by jeden ze s¢itanci mél na dvou
mistech 4),
e 3=1+2,
e 4 =1+ 3 (moznost 2 + 2 vylu¢ujeme, protoze pak by jeden ze s¢itanci mél na dvou
mistech 2).

Cislo 8534 Ize vyjadtit jediné jako soucet ¢isel 4213 a 4321. A to jsou pravé ¢isla, na
kterd Pat ptivodné zapomnél.

Navrh hodnoceni. 3 body za uréeni spravného souétu 66660; 1 bod za uréeni rozdilu
8534; 2 body za uréeni ptivodné chybéjicich ¢isel 4213 a 4 321.

Poznamky. Pocet vSech ¢tyimistnych éisel obsahujicich étyfi riizné &islice je roven poétu
vSech permutaci ¢tyfprvkové mnoziny, a téch je 4-3-2-1 = 24.

Celkovy spravny soucet lze odvodit také seskupovanim vhodnych séitancii: napf. sou-
det kazdého ¢isla s ¢islem napsanym opacné je vizdy 5555 (viz 1234 + 4321 = 5555)
a takovych dvojic je zfejmé 12; soucet vSech uvazovanych cisel tedy je 12 - 5555 = 66 660.

Z9-11-3

Védci poustéli do bludisté potkany a sledovali, jestli se dostanou do cile. Zjistili, ze
dernych potkand doslo k cili 56 %, bilych 84 %. V cili byl pomér poétu ernych a bilych
potkani 1 : 2.

Jaky byl pomér poc¢tu ¢ernych a biljch potkant na startu? (M. Petrovd)

Mozné FeSeni. Pocet ¢ernych potkant na startu si oznacime x, pocet bilych potkant na
startu si oznacime y. K cili tak doslo 0,56z ¢ernych potkanti a 0,84y bilych potkant a podle
zadani je 0,56 : 0,84y = 1 : 2. Potfebujeme zjistit pomér x : y.

Predchozi rovnost mizeme zapsat jako

0,56x 1

0,84y 2’

coz je ekvivalentni s
r 1 84 42 3
y 2 56 56 4
Pomér c¢ernych a bilych potkant na startu byl 3 : 4.
Navrh hodnoceni. 3 body za odvozeni Gvodni rovnosti nebo podobného vztahu; 3 body
za vyjadfeni pomeéru z : y.

Z9-11-4

Na tsecce PQ je jednou stranou polozen ¢tverec M NOP, viz obrazek. Piimka PQ
se postupné preklapi po stranach ¢étverce M NOP, pricemz bod ) zanechava na papife
stopu. Po prvnim pteklopeni je tato stopa dlouhé 5 cm, po péti preklopenich bod @ splyne
s jednim z vrchold ¢tverce.

Urdete délku celé stopy bodu Q. (V. Zddnik)
o) N e
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MozZné FeSeni. Ptikazdém pieklopeni opisuje bod @ ¢tvrtkruznici se stfedem v nékterém
z vrcholl ¢tverce a s polomérem, ktery se postupné zmensuje o délku strany ¢tverce. Aby
bod @ po péti preklopenich splynul s nékterym vrcholem ¢tverce, musi byt tsecka MQ
pétindsobkem strany ¢tverce.
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Délky ctvrtkruznic jsou ve stejnych pomeérech jako jejich polomeéry. Pritom poloméry
v8ech ¢tvrtkruznic jsou celodiselnymi ndsobky poloméru nejmensi (paté) ¢tvrtkruznice.
Pokud jeji délku oznacime d, potom soucet délek vsech péti ¢tvrtkruznic je

d+2d+ 3d + 4d + 5d = 15, (1)

coZ je trojnasobek délky nejvétsi (prvni) ¢tvrtkruznice. Ze zadani vime, Ze prvni étvrtkruz-
nice je dlouhd 5cm. Soucet (1), tedy délka stopy opsané bodem @, je

3-5=15(cm).
Navrh hodnoceni. 2 body za uréeni M@ jako pétindsobku strany ¢tverce; 2 body za
vyjadieni souctu (1); 2 body za dofeSeni a vyjadfeni v cm.
Poznamka. Vyjadfeni d pomoci délky strany ¢tverce, ozn. a, je d = %na. Soucet (1) pak
miize byt napsan takto:

1 15 5
5na-(1+2+3+4+5)=?nazi‘)-éna.

K urceni sou¢tu v cm nepotiebujeme znat ani a, ani d.



