59. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

|. kolo kategorie Z5

7Z5-1-1

Housenka Leona spadla doprostied ¢tvercové sité. Rozhodla se, ze poleze ,,do spiraly*
tak, jak je naznaceno na obrazku; na zadném ctverecku nebude dvakrat a zadny ctverecek
nevynecha.
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Z prvniho c¢tverecku na druhy lezla smérem na vychod, z druhého na tfeti smérem na
sever, ze tietiho na ¢tvrty smérem na zapad, ze ¢tvrtého na paty rovnéz na zapad, z patého
na Sesty na jih... Kterym smérem lezla z 81. na 82. ¢tverecek? (M. Petrova)

MozZné reseni. Celou situaci si muzeme predstavit tak, ze housenka Leona obléza Ctverce.
Budeme sledovat, na kterém c¢tverecku v takovém ctverci skonc¢i a kolika ¢tverecky jiz
prolezla. Dilezité je zjistit, ktery z téchto ¢tvercti obsahuje 81. ¢tverecek.

1. kolo: Ctverecek s éislem 1 obejde po osmi okolnich ¢étvereéeich. Tim jiz prolezla
9 ¢tverecku a prolezla tak vSechna policka ve ¢tverci 3 x 3 (,startovni“ policko je presné
uprostied). Nachézi se tak na ¢tverecku u jihovychodniho vrcholu tohoto ¢tverce. Z néj
leze vychodnim smérem.

2. kolo: Nyni oblezla pifedchozi ¢tverec po okolnich ¢tvereccich. Tim jiz prolezla vSemi
¢tverecky Ctverce 5 x 5, je opét na ¢tverecku u jihovychodniho vrcholu tohoto ¢tverce. Toto
policko mé tedy cislo 25 a opét z néj do dalsiho ¢tverce vléza vychodnim smérem.

3. kolo: Opét oblezla predchozi ¢tverec, takze jiz prolezla vSsemi ¢tverecky ve ¢tverci
7 % 7. Zase skoncila na ¢tverecku u jihovychodniho vrcholu tohoto ¢tverce. Tento étverecek
ma c¢islo 49 a do dalsiho ¢tverce vyléza vychodnim smérem.

4. kolo: Nyni prolezla vSsemi ¢tverecky ve ¢tverci 9 x 9 a skoncila na ¢tverecku u jihovy-
chodniho vrcholu ¢tverce. Tento ¢tverecek ma ¢islo 81 a zajimé nas, kterym smérem poleze
na dalsi ¢tverecek. Protoze odtud prelézd do dalsiho ¢tverce, musi 1ézt opét vychodnim
smérem.
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Jiné Feseni. Policek je sice dost, ale porad se da Leonina cesta nakreslit:
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Leona lezla z 81. na 82. policko smérem na vychod.

Z5-1-2

Misa si z papiru vysttihla dva stejné ctverce, jeden obdélnik o rozmérech 10 cm x 24 cm
a jesté jeden obdélnik. Jaké rozméry mohl mit tento obdélnik, pokud Slo ze vSech ¢tyf
utvari slozit ¢tverec, aniz by se jednotlivé dily prekryvaly? Takovych obdélniku lze nalézt
nékolik, uved alesponi ¢tyfi. (L. Simiinek)

MozZné reseni. Pri hledani moZnych rozméru ¢tvrtého utvaru je vyhodné postupovat
takto: Nejprve k obdélniku s rozméry 10 cm x24 cm vhodné zvolime umisténi a velikost dvou
stejnych ctvercid, pricemz si uvédomujeme, ze nejdelsi strana obrazce vzniklého z téchto
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t¥i ttvard musi byt zaroven stranou vysledného ctverce. Se znalosti délky této strany pak

rozmeéry ctvrtého utvaru snadno spocitame.
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Rozmeéry ¢tvrtého ttvaru v cm mohly byt 2 x 24, 19 x 29, 34 x 58, 34 x 44, 14 x 17
nebo 24 x 38. Jiné rozméry tento obdélnik mit nemohl.

Poznamka. Praci se 4 az 6 moznostmi ohodnotte 1 — vyborné, praci se 2 az 3 moznostmi
ohodnofte 2 — dobfe. Uvede-li feSitel pouze jedinou moznost, ohodnotte takové FeSeni 3 —

nevyhovuje.



Z5-1-3
Vyftes nasledujici algebrogram a najdi vSechna feSeni. Stejna pismena nahrad stejnymi
¢islicemi, rtizné riznymi.
OSEL
SEL
EL
L

10034
(M. Volfova)

Mozné teSeni. Diskusi za¢neme od jednotek: Soucet ¢tyt L kondi ¢islici 4, coz je mozné
pouze pro L =1 (4-1 = 4) nebo pro L = 6 (4-6 = 24). Kdyby L = 1, pak by soucet
u desitek, tj. soucet tii F, koncil ¢islici 3. To by bylo mozné jen pro £ = 1. To vsak nelze,
protoze pak by dvé rizna pismena L a E byla nahrazena stejnou ¢islici 1. L tedy musi
byt 6.

Pro L=6je4-L =4-6=24; dvé (desitky) pfipoc¢itdme ke tfem F a mame ziskat
¢islo, které konci ¢islici 3. To znamend, ze 3 - E kondi ¢islici 1, a to je mozné jen pro £ = 7.

Pro E=7je2+3-F =2+3-7= 23; dvojku pfipocitame k vyssimu radu, tj. ke
dvéma S, a mame ziskat ¢islo, které konci ¢islici 0. To znamena, ze 2 - S kon¢i ¢islici 8, coz
je mozné pouze tehdy, kdyz S = 4 nebo S = 9.

a) Pokud S = 4, pak 2+2-5 =2+ 2.4 = 10; jedni¢ku pfipoc¢itdme k O a mame
dostat 10. O tedy musi byt 9 a feSeni je

9476
476
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6
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b) Pokud S =9, pak 242-5 = 2+42-9 = 20; dvojku pfipo¢itame k O a mame dostat
10. O tedy musi byt 8 a feSeni je
8976
976
76
6

10034

Poznamka. Praci obsahujici pouze jedno feSeni ohodnotte 2 — dobfe.

25-1-4

Nina dostala od pani ucitelky nasledujici karticky:
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M3 z nich vSech sestavit priklad pro své spoluzaky. Pomoz Niné a sestav jeden takovy
priklad tak, aby kazdé déleni vyslo beze zbytku. Jaky bude vysledek? (M. Petrova)

MozZné resSeni. Priklad musi zacinat kartickou s ¢islem 17. Je zfejmé, Ze jako druha
nemuze byt zadna karticka s délenim. Budeme proto postupné zkouset zbyvajici tti karticky.
V nésledujici tabulce jsou uvedeny vSechny moznosti véetné netspésnych pokust; cisla
v zavorkach ukazuji mezivysledky.

17 4 (13) (39) +1  (40) : 6 nelze

17 4 (13) 39) | +1  (40) | :4  (10) | :6 nelze
17 4 (13) -3 (39) : 4 a 6 nelze

17 4 (13) +1  (14) -3 (42) : 6 (7) : 4 nelze
17 4 (13) +1  (14) -3 (42) : 4 nelze

17 4 (13) +1  (14) :4 a 6 nelze

17 —4 (13) 4 a 6 nelze

17 | 3Gl | -4 @47 | 41 @18 | e 8 | :4 (2
17 | 3 (51) | -4 (7)) | +1  (48) | :4 (12) 6 (2)
17 -3 (51) —4 (47) :4 a 6 nelze

17 | 3 (1) | 41 (52) | -4 (48) | :6  (8) | :4 (2)
17 -3 (51) +1  (52) -4 (48) : 4 (12) 6 (2)
17 3 (51) +1  (52) : 6 nelze

17 3 (51) | +1 (52) | :4  (13) | -4 (9) | :6 nelze
17 -3 (51) +1  (52) 4 (13) : 6 nelze

17 -3 (51) : 4 a 6 nelze

17 +1 (18) -4 (14) -3 (42) : 6 (7) : 4 nelze
17 | +1(18) | -4 (14) | 3  (42) | :4  nelze

17 +1 (18) -4 (14) :4 a 6 nelze

17 +1 (18) -3 (54) -4 (50) : 4 a 6 nelze

17 +1 (18) -3 (54) : 6 (9) —4 (5) : 4 nelze
17 +1 (18) -3 (54) : 6 (9) :4  nelze

17 +1 (18) -3 (54) 4 nelze

17 +1 (18) : 6 (3) —4  nelze

17 +1 (18) : 6 (3) -3 (9) —4 (5) : 4 nelze
17 | +1(18) | :6 (3 | -3 9 | :4  nelze

17 +1 (18) : 6 (3) 4 nelze

17 +1 (18) 4 nelze




Nina ma pouze ¢tyfi moznosti, jak z karticek sestavit ptriklad; tyto jsou v ptredchozi
tabulce zvyraznény tucné, ve vSech pripadech je vysledek 2.
Poznamka. Déti si mohou dané karticky vyrobit z papiru a pak je zkouSet rtizné uspo-

iadat. Reseni, ve kterém byl zkouSenim nalezen jeden z vySe uvedenych piikladf a tento
priklad je spravné vypocitan, povazujte za spravné a uplné.

Z5-1-5
Nase tii tridy, celkem 84 z&kt, Sly do kina. Listek sice stal 50 K¢, ale kazdy 12. zak
mél poloviéni slevu a kazdy 35. vstup zdarma. Kolik stalo vstupné pro vSechny zaky?
(M. Volfovad)
MozZné feseni. Protoze 84 : 12 = 7, mélo 7 zaku polovi¢éni slevu, tj. listek za 25 K¢.
Protoze 84 : 35 = 2 (zbytek 14), méli 2 zaci vstup zdarma. Dohromady vstupenky staly

7-254+2-04(84—-7—-2)-50=175+0+ 75-50 = 3925 (K¢).

7Z5-1-6

Kluci nagli stary plan minového pole, viz obrazek. Cisla jsou na polich, kde z4dné
miny nejsou, a udavaji pocet zaminovanych sousedicich poli. Urci, kolik je v poli celkem
min a kde jsou. (Pole sousedi tehdy, maji-li spole¢ny vrchol nebo stranu.)

1 2 2

(M. Volfova)

Mozné feSeni. Plan muZzeme zacit jednoznac¢né doplniovat jediné od pole s ¢islem 3 v prv-
nim sloupci nebo od pole s ¢islem 2 v pravém hornim rohu. V obou ptipadech musi byt na
vSech neoznacenych sousednich polich miny (ozn. *):

1 2| % |2
* 3| %
3| * 3
* | 2

2

Potom 1ze doplnit vSechna ostatni pole napi. néasledujicim zpisobem:

1(—]2]x]2 1| —|2|x]2 1| —|2|x]2
* | 3 3| * * | 3 3| * x| 3| %] 3|«
3| * 3 3| x| — 3 3| x| — 3
* | 2 x| 2|— * | 2| —

2 —|—]—12 - —1—-12




1| -2 2 1| -2 %] 2 1| —]2 %] 2
x| 3|« ]3|« * | 3| x| 3 * | 3| x| 3| %
3| x| —|—1|3 3| x| — |- 3| x| —1—-13
* | 2| = x| 2| = | x| % *x | 2| = *
- -1-12 —|-1-12 - =-1-12|-

Na planu je celkem 8 min, jejichz rozmisténi je jesté zvyraznéno na nasledujicim obrazku:

*




59. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z6

Z6-1-1
Jenicek s Marenkou chodi k babicce, kterda ma cukrarnu a prodava perniky. Oba dva

ji samoziejmé pomahaji, hlavné se zdobenim. Za dobu, kdy babicka ozdobi pét perniki,
ozdobi Marenka tii a Jenicek dva. Pii posledni navstéveé ozdobili vSichni tii dohromady
pét plnych taci. Matrenka s babickou zdobily po celou dobu, Jenicek kromé zdobeni rovnal
perniky po dvanacti na jeden tac a odnasel je do spize. Vsichni tii ve stejnou dobu zacali
i skoncili.

1. Kolik pernickti ozdobil Jenicek?

2. Jak dlouho jim celd prace trvala, kdyz babicka ozdobi jeden pernicek za 4 minuty?

3. Jak dlouho pomahal Jenicek zdobit?

(M. Petrova)

Mozné reseni. Nejprve si zjistime, kolik pernicku ozdobili dohromady. Bylo to 5 tact po
dvanécti pernickach, tedy 60 pernicka (5- 12 = 60).

Kdyby si vSichni tfi v jeden okamzik vzali pernicek a zacali ho zdobit, pak si za
uvedenych podminek vSichni t¥i zase najednou vezmou pernicek az ve chvili, kdy babicka
ozdobi paty, Marenka tteti a Jenicek druhy, diive ne. Dokonce ani dva z nich si nevezmou
pernicek ve stejnou chvili pfed uplynutim uvedené doby. Tento casovy tisek si pojmenujeme
jako jeden ,cyklus“. Pocet cyklu tedy musi byt celé ¢islo (babicka skoncéila s Mafenkou ve
stejnou chvili).

Nejprve si predstavime, ze Jenicek se vénoval pouze zdobeni a s ni¢im dalSim nepo-
mahal. Pak by za jeden cyklus vSichni tii dohromady ozdobili 10 pernickt. K ozdobeni
Sedesati pernicki by tedy potfebovali presné 6 cykla (60 : 10 = 6). Protoze ale Jenicek
nezdobil celych 6 cyklt (rovnal také pernicky na tacy a ty pak odnésSel), musela babicka
s Marenkou zdobit alespon 7 cykla.

Kdyby pracovaly 8 cykl, babicka by ozdobila 40 pernicka (8 -5 = 40) a Mafenka
by ozdobila 24 pernickt (8 - 3 = 24). Dohromady by ozdobily 64 pernicki, tedy vice nez
mély. Protoze musely dokoncit cyklus (jedna by jinak skonéila dfiv nez druhd), nemohlo
byt téchto cyklt 8 nebo vice.

To znamena, ze babicka s Mafenkou pracovaly pravé 7 cykli. Babicka tedy ozdobila
35 pernicku (7 -5 = 35) a Marenka ozdobila 21 pernicki (7 -3 = 21). Jenicek ozdobil 4
pernicky (60 — 35 — 21 = 4).

Jestlize babicka ozdobi jeden pernicek za 4 minuty, jeden cyklus trva 20 minut (4-5 =
= 20). Cela préce jim tedy trvala 140 minut (7 - 20 = 140), tj. 2 hodiny 20 minut.

Protoze Jenicek ozdobil 4 pernicky, zdobil celé dva cykly (4 : 2 = 2), tj. 40 minut
(220 = 40).

Jiné fesSeni. Ulohu lze fesit i tak, ze ,vynechame® Jeni¢kovo zdobeni. Babicka s Mafenkou
ozdobi za jeden cyklus dohromady 8 pernicki, takze cykla bude nejvyse 7 (60 : 8 = 7,
zbytek 4). Zbylé 4 pernicky ozdobi Jeni¢ek. Kdyby bylo cykli pouze 6, zdobil by Jenicek
po celou dobu a nemohl by napt. odnéset tacy. Méné cykl samoziejmé byt nemohlo. Dal
uz je vse stejné.



Z6-1-2

Ctyfmistny PIN kéd Rastislavova mobilu je zajimavy:
jednotlivé cislice tvori prvocisla,

1. a 2. cislice v tomto poradi vytvori prvocislo,

2. a 3. cislice v tomto poradi vytvori prvocislo,

3. a 4. cislice v tomto poradi vytvori prvocislo.

Rastislav zapomnél svij PIN kéd, ale pamatuje si vSechny vysSe uvedené vlastnosti
a snazi se zaktivovat vypnuty mobil. Ktera cisla by mél vyzkouset? (M. Petrova)
MozZné reseni. Nejprve si uvédomime, Ze vSechna jednomistna prvocisla jsou 2, 3, 5 a 7.
Déle si zjistime, ze vSechna dvojmistné prvocisla, ktera lze sestavit z téchto ¢islic, jsou

23, 37, 53, 73.

Kdyz vyjadiime Rastislaviv PIN jako ABCD, ze zadani vime, ze AB, BC a C'D musi
byt prvocisla. (Pozor, nikde neni feceno, ze A, B, C' a D jsou navzajem ruzné Cislice!) Za A
postupné dosadime ¢islice 2, 3, 5, 7 a budeme zjistovat, zda a jakymi ¢islicemi lze nahradit
B, C, D, abychom vyhovéli uvedenym pozadavktiim. Vse je shrnuto v nasledujici tabulce:

A B C D PIN

2 3 7 3 2373

3 7 3 7 3737

5 3 7 3 5373

7 3 7 3 7373

Rastislav by mél vyzkouset nasledujici ¢tyti ¢isla: 2373, 3737, 5373 a 7373.

Z6-1-3

Na nasledujicim obrazku je utvar slozeny ze sedmi stejnych c¢tyituhelnikovych dilki
stavebnice. Jaky je obvod tohoto utvaru, jestlize obvod jednoho ¢tyrihelnikového dilku je
17cm?




(K. Pazourek)

Mozné feSeni. Obarvéme jednotlivé strany dilkt nasledovné: nejdelsi stranu zelené, s ni
rovnobéznou stranu modre, na né kolmou stranu zluté a zbyvajici stranu cervené; délky
odpovidajicich stran budeme znacit zkracené z, m, Z a ¢. Dale ozna¢me vybrané ,vrcholy*
jednotlivych dilkt jako na nésledujicim obrazku:

J
1
L K G
H
R
MN—\ EF
0 D
A B C

Obvod obrazce je tvoren:

3 modrymi tseckami BC, HI a KL, jejichz délky jsou m,

2 zelenymi tseckami AB a JK, jejichz délky jsou z,

4 zlutymi tseckami C'D, DE, NO a OA, jejichz délky jsou Z,

3 Cervenymi useckami F'G, IJ a LM, jejichz délky jsou ¢,

2 shodnymi tseckami FF a M N a 1 tiseckou GH, jejichz délky zatim nezname.

Délky tsecek M N a EF spolu se zelenou stranou EF'R a modrou stranou RN déavaji
usecku M F| ktera je tvorena dvéma zelenymi stranami. Jinymi slovy,

|[EF|+ |MN|=z4z—(z4+m)=2z—m.

Délku modré strany KG mizeme vyjadrit jako soucet délek zluté strany K H a usecky
GH, tedy
|GH| =m — Z.

Dohromady, obvod obrazce je
3m+224+424+3¢+(z—m)+(m—2)=3m+32+32+3¢=3(m+2+2+2¢).

Dostali jsme tak trojnasobek obvodu jednoho ctyituhelnikového dilku, tedy obvod celého

obrazce je roven
3-17 =51 (cm).

Poznamka. Pokud nejprve posuneme nékteré ¢asti obrazce tak, aby obvod ztstal zacho-
van, mohou se nékteré uvahy zjednodusit, viz napt. nasledujici obrazek.
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Jiné feseni. Oddélme ,komin“ od ,stfechy® a ,stfechu“ od ,zdi“ tak, jak ukazuje obra-
zek.

Soucet obvodu téchto tfi Gtvart uréime snadno (pouzijeme znaceni m, z, Z, ¢ jako
vyse):
om + 95z + 52 + 3¢.

Uvedeny soucet je oproti obvodu ptivodniho utvaru vétsi o dvé délky Z, coz zpusobilo
oddéleni ,kominu“, a o dva soucty délek m + z, coz zpisobilo oddéleni ,zdi“. Obvod
ptvodniho utvaru je tedy

(bm+52+52+3¢)—2—2—(m+2)— (m+2)=3m+ 32+ 32+ 3¢

Vidime, ze ptvodni Gtvar mé tiikrat vétsi obvod nez cétyithelnikovy dilek, tj. 3 - 17 =
= 51 (cm).

11



Z6-1-4

Tatinek se rozhodl, Zze bude davat svému synovi Mojmirovi vzdy jedenkrat za mésic
kapesné. Prvni kapesné dostal Mojmir v lednu. Tatinek kazdy mésic kapesné zvysSoval vzdy
o 4 K¢. Kdyby Mojmir neutréacel, mél by po dvanactém kapesném pred Vanocemi 900 K¢.
Kolik K¢ dostal Mojmir pfi prvnim kapesném v lednu? (L. Hozova)

Mozné feSeni. Oznac¢me vysi lednového kapesného v K¢ jako x. V tinoru Mojmir dostal
x + 4, v breznu x + 8, v dubnu x 4+ 12, ..., v prosinci x + 44. Podle zadani vime, ze

1204+ (4+ 8+ 12+ 16 + 20 + 24 + 28 + 32 + 36 + 40 + 44) = 900.
Po tupravach dostavame:

122 + 264 = 900,
12x = 636,
xr = 53.

Mojmir v lednu dostal 53 K¢.
Z6-1-5

Doplnte misto hvézdicek cislice tak, aby soucet vysledkt nasledujicich dvou prikladi
byl 5842:

2% T 2% 9%
3 x4 x —%x2%4
4%x00 * 54 x

(M. Dillingerovad)

Mozné resSeni. Doplniujeme postupné jednotlivé ¢islice; nékteré 1ze doplnit nezavisle na
ostatnim pifimo v prvnim prikladé, nékteré ve druhém, ¢islice pod carou dopliujeme podle
informace o souctu vysledkti obou prikladi. Postupovat mizeme napf. nasledujicim zpt-
sobem:

* 2% 7 2% 9%
3% 43 — % 2% 4
4% 00 * 5 4%
%257 2% 9%
3%x43 — % 2% 4
4% 00 * 5 4%
%257 2% 9%
3%43 — % 2% 4
4%00 *542
* 257 2% 96
3%43 —x2%x4
4%00 * 542
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k 257 2% 96

3%43 —x254
4%00 * 542
* 257 2796
3%43 — %254
4%00 * 542
* 257 2796
3% 43 — %254
4300 *5H42
*257 2796
3043 — %254
4300 %542
1257 2796
3043 — %254
4300 *542
1257 2796
3043 — % 254
4300 1542
1957 2796
4300 1542

Z6-1-6
Na skolni olympiadu vytvorili zaci 6.B stupné vitézl z drevénych krychli, viz obrazek.
Kolik krychli celkem pouzili?

Sestavené stupné natieli po celém povrchu (kromé podstavy) na bilo a po vyhlaseni
vysledki sviij vytvor rozebrali. Kolik krychli mélo 6, kolik 5, 4, 3, 2, 1 ¢i Zadnou sténu
bilou? (M. Dillingerova, M. Volfovad)

Mozné reseni. Na druhy stupern je celkem potieba 4-4-3 = 48 krychli, na prvni 4-4-4 = 64
a na tieti 4 -4 -2 = 32. Zaci tedy celkem pouzili

48 + 64 + 32 = 144

krychli.

13



Krychli, které nemaji zadnou sténu bilou, je v prvni (nejspodnéjsi) vrstvé 10 -2 = 20,
ve druhé 7 -2 = 14, ve tieti 3-2 = 6 a ve ¢tvrté vrstvé zadna; celkem tedy

20 + 14 + 6 = 40.

Krychli, které maji pravé jednu sténu bilou, je v pfedni/zadni sténé 10 + 7 4+ 3 = 20,
v bo¢nich sténach 4+2+2 = 8 (pocitano zleva doprava) a v hornich sténach 6+4+6 = 16;
celkem tedy
20-2+ 8+ 16 = 64.

Krychli, které maji pravé dvé stény bilé, je na podélnych hrandch 2- (3 +2+3) = 16,
na pfi¢nych 4 -2 = 8 a na svislych 4 4+ 2 4 2 = 8; celkem tedy

16 +8 + 8 = 32.
Krychli, které maji tfi stény bilé, je prave 8 a zaddna krychle nemé obarveno vice nez
tii stény.

Pro kontrolu jesté porovname vysledky z obou c¢asti diskuse:

144 = 40 + 64 + 32 + 8.

Poznamka. Pro jiny systém v feseni podobného problému viz tlohu Z7-1-4.
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59. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z7

77-1-1

Do prodejny vina se v noci vloupal kocour. Vyskocil na polici, na niz byly v dlouhé
fadé vyrovnany lahve s vinem — prvni tfetina lahvi zkraje stala po 160 K¢, nasledujici
tfetina lahvi stala po 130 K¢ a posledni tfetina po 100 K¢. Nejprve kocour shodil na zem
lahev za 160 K¢, ktera stala uplné na zacatku rady, a pak postupoval dale a shazoval
bez vynechani jednu lahev za druhou. Nez ho to prestalo bavit, srazil 25 lahvi a ty se
vSechny rozbily. Rano majitel zalitoval, Ze kocour nezacal se svym fadénim na druhém
okraji police. I kdyby totiz rozbil stejny pocet lahvi, byla by skoda o 660 K¢ mensi. Kolik
lahvi bylo ptivodné na polici? (L. Simiinek)

MozZné reseni. V zadani neni uvedeno, ve které tretiné rady kocour prestal shazovat
lahve. Budeme postupné uvazovat o kazdé tretiné jako o té, kde kocour skoncil, a vzdy
dojdeme k zavéru, zda mohl skoncit praveé v ni ¢i nikoli.

Pokud prestal v prvni tfetiné rady, skoda by pfi shazovani od opac¢ného konce byla
0 2560 = 1500 (K¢&) mensi, protoze rozdil v cené nejdrazsi a nejlevnéjsi lahve vina je
60 K¢. V zadani tlohy je rozdil skod jiny, a sice 660 K¢. Kocour tedy neskoncil v prvni
tretiné rady.

Pokud shodil vice nez jednu tietinu, avSak maximalné dvé tfetiny fady, rozbil vsechny
nejdrazsi lahve a moznéa nékolik stfedné drahych. Pti postupu z opacné strany by zlikvidoval
stejny pocet stifedné drahych a misto vSech nejdrazsich vSechny nejlevnéjsi. Rozdil skod
tedy odpovidad poctu lahvi tvoficich tfetinu fady vynasobenému 60 K¢. Ttetinu fady by
tedy tvotilo 660 : 60 = 11 lahvi a lahvi celkem by bylo 3 - 11 = 33. Kocour dle zadani
shodil 25 lahvi, coz je vice nez dvé tretiny z celkovych 33 lahvi. Podminka, kterou uvadime
na zacatku tohoto odstavce, neni splnéna, a kocour tudiz nemohl skoncit ve druhé tietiné
rady.

Pokud shodil vice nez dvé tretiny lahvi, zachovalo se jen nékolik nejlevnéjsich.
Shazoval-li by od opacného konce, ziistalo by nedotceno stejné nejdrazsich lahvi. Rozdil
skod odpovida poctu nedotcenych lahvi vynasobenému 60 K¢. Nedotcéenych lahvi by tedy
muselo byt 660 : 60 = 11 a lahvi celkem 11 + 25 = 36. To by znamenalo, Ze kocour shodil
vSech 12 nejdrazsich lahvi (36 : 3 = 12), vSech 12 stiedné drahych a jednu nejlevnéjsi.
Takové feseni vyhovuje.

Na polici bylo ptivodné 36 lahvi.

77-1-2

Na tabuli jsou napsana tfi prirozena ¢isla a, b, ¢, pro ktera plati:
nejvétsi spolecny délitel cisel a, b je 15,

nejvétsi spolecny délitel cisel b, ¢ je 6,

soucin ¢isel b, ¢ je 1800,

nejmensi spolecny nasobek cisel a, b je 3 150.

Ktera to jsou ¢isla? (L. Simiinek)

MozZné reseni. Do tabulky budeme postupné zapisovat jednotlivé prvociselné cinitele
rozkladiu cisel a, b, c.
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Podle prvni podminky je nejvétsi spolecny délitel ¢isel a a b roven 15 = 3 - 5. To
znamend, ze jak v radku a, tak v fddku b musi byt cinitelé 3 a 5 a zadny dalsi cinitel
nemuze byt v obou tadcich zaroven. Po uplatnéni prvni a ji podobné druhé podminky
vypada tabulka takto:

a 3-5...
b 2-3-5...
c 2-3...

Podle treti podminky plati b-¢ =1800 =2-2-2-3-3-5-5. To znamena, ze v fadcich b
a ¢ musi byt téchto 7 ¢initeld a zadny navic. Podle ¢tvrté podminky je nejmensi spolecny
nasobek ¢isel @ a b roven 3150 =2-3-3-5-5-7. Pro fddky a a b to znamena, ze:

e v jednom z nich musi byt pravé jednou €initel 2 a ve druhém maximalné jednou (totéz
plati i pro ¢initel 7),
e v jednom z nich musi byt pravé dvakrat Cinitel 3 a ve druhém maximalné dvakrat
(totéz plati i pro €initel 5),
e zadny jiny Cinitel tam byt nemiize.
Podle tfeti podminky musime do fadki b a ¢ doplnit uz jen dva ¢initele: 5 a 2. Cinitel
5 nemuze byt v fadku c, protoze pak by cisla b a ¢ méla spolecny délitel 2 -3 -5 = 30,
coz odporuje druhé podmince. Cinitel 2 nemitize byt v fadku b, protoze to by odporovalo
¢tvrté podmince o nejmensim spolecném nasobku ¢isel a a b. Po této ivaze mame radky b
a c zcela zaplnény:

a 35
b 2-3-5-5
c 2:-2-3

Podle ¢tvrté podminky mohou byt v fadku a pouze ¢initelé 2, 3, 5, 7. Cinitele 2 a 5 tam
nemuzeme doplnit, vznikl by totiz spole¢ny délitel ¢isel a a b odporujici prvni podmince.
Cinitele 3 a 7 do fadku a doplnit musime kvili étvrté podmince:

a 3-3-5-7=315

b 2-3-5-5=150

c 2-2-3=12

Neznamé a, b, ¢ jsou po fadé rovny c¢islim 315, 150, 12.
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27-1-3

Ve ¢tyfahelniku K LM N zname vyznacené thly a vime, ze plati |[KN| = |LM|. Jaka
je velikost thlu KNM?

.

LA
K L
(L. Hozovad)

MozZné reseni. Protoze soucet vnitinich thla v libovolném trojihelniku je 180°, velikost
thlu LK M je 180° —75° —30° = 75°. Odtud plyne, zZe trojuhelnik K LM je rovnoramenny,
tj. [LM| = |K M|. Podle zadéni je |LM| = |K N|, tudiz |[K M| = | K N| a trojuhelnik KM N
je také rovnoramenny. Velikost thlu KN M je tedy rovna

(180° — 50°) : 2 = 65°.

27-1-4

Krychle byla slozena z 64 krychlicek o hrané 2 cm. Pak bylo nékolik krychlicek z vidi-
telné strany odebréano, viz obrazek.

J

1. Jaky je objem a jaky povrch ziskaného télesa?

2. Téleso bylo po celém povrchu natieno cervené, pak rozebrano na ptuvodni krychlicky.
Kolik z nich mélo 6, kolik 5, 4, 3, 2, 1 ¢i zddnou sténu cervenou?

(M. Volfova)

Mozné teSeni. 1. Povrch télesa je stejny jako povrch puvodni krychle, tj.
6-8-8 =384 (cm?).

Z puvodni krychle bylo odebrano 3 + 5+ 9 = 17 krychli¢ek (pocitdno po vrstvach zdola)
a objem pivodni krychle byl 8 -8 -8 = 512 (cm?). Objem ziskaného télesa je tedy

512 —17-(2-2-2) = 512 — 136 = 376 (cm?).
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2. Z4dna z krychli¢ek nemé obarveno 5 a vice stén, ostatni ptipady jsou diskutovany
v nésledujici tabulce. V jednotlivych vrstvach (&islovano zdola nahoru) pocitdme krychli¢-
ky, jez maji 4, 3, 2, 1, resp. zadnou sténu ¢ervenou. Odpovéd je v poslednim Fadku, posledni
sloupec dopliujeme pro kontrolu:

4 3 2 1 0 celkem
1. vrstva 1 5) 6 4 0 16
2. vrstva 0 2 3 6 2 13
3. vrstva 0 3 3 5) 0 11
4. vrstva 2 5 0 0 0 7
celkem 3 15 12 15 2 47

Z7-1-5
Na ciselné ose jsou znazornéna cisla 12z a —4x. Znazorni na této ose nulu a ¢islo z.

(M. Petrova)

Mozné treseni. Nejprve je potieba si uvédomit, kterému bodu odpovida které cislo. Je
ziejmé, ze x nemuze byt nula (pak by oba body splyvaly). Je-li  kladné, potom levy bod
znazornuje Cislo —4x a pravy bod c¢islo 12x. Je-li ale x zaporné, pak je levy bod obrazem
¢isla 12z a pravy bod obrazem cisla —4x.

a) = kladné:

Vzdalenost éisel vyznacenych na éiselné ose je 16x. Usecku ohrani¢enou vyznadenymi
body rozdélime na ¢tvrtiny. Kazdy ze ¢tyr tseki pak bude mit délku 4z. To znamena, Ze
(zleva doprava) postupné dostaneme obrazy ¢isel —4z, 0, 4x, 8x, 12x. Nule tedy odpovida
druhy bod zleva z vyznacenych péti boda.

Nyni si budeme vsimat tusecky, jejiz krajni body znazornuji cisla 0 a 4x. Opét ji
rozdélime na ¢tvrtiny. Dostaneme tak po fadé (zleva doprava) obrazy ¢isel 0, x, 2z, 3z,
4z. Cislo  je znazornéno druhym bodem zleva z téchto péti bodu.

—4x 0 =z 2z 3x 4x 8x 12x

b) = zaporné:

Postupujeme analogicky — cela situace je vlastné ,zrcadlovym obrazem® té predchozi.
Rozdélenim zadané tisecky na ¢tvrtiny dostaneme (zleva doprava) obrazy ¢isel 12z, 8z, 4z,
0, —4x a nule odpovida ¢tvrty bod zleva z téchto péti bodi.

Usecku, jejimiz krajnimi body jsou obrazy ¢isel 4z a 0, znovu rozdélime na ¢tvrtiny.
Dostaneme (zleva doprava) obrazy ¢isel 4z, 3z, 2z, x, 0. Cislo x je znizornéno &tvrtym
bodem zleva z této pétice bodu.
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12x 8x dr 3z 2x = O —4x

Jiné resSeni. Jak nulu, tak ¢islo x lze nalézt mezi —4x a 12z pouze pulenim vhodnych
usecek na c¢iselné ose. Vyuzijeme toho, Ze aritmetickému primeéru dvou ¢isel odpovida stied
prislusné usecky:

aritmeticky prumér —4x a 12x je 4x,

aritmeticky primeér —4z a 4z je 0,

aritmeticky pramér 0 a 4z je 2x,

aritmeticky pramér 0 a 2z je x.

Tento postup znézornime v pfipadé a) pro = kladné:

—4x 0 =z 2z 4x 12x

27-1-6

Doplnte misto hvézdicek cislice tak, aby soucet vysledkt nasledujicich dvou prikladi
byl 5 842:

* 2% 7 2% 9 x
3% 4% —*254
4%0x * ok
Uloha m4 vice feseni, uréete alespoii dvé. (M. Dillingerovad)

Mozné feseni. Doplniujeme postupné jednotlivé ¢islice; nékteré 1ze doplnit nezavisle na
ostatnim pifimo v prvnim prikladé, nékteré ve druhém, ¢islice pod carou dopliujeme podle
informace o souctu vysledkti obou prikladi. Postupovat mizeme napf. nasledujicim zpt-
sobem:

* 2% 7 279 %
3% 4% —*254
4% 0% * Dk ok
k 2% 7 27 9%
3% 4% — %254
43 0% * 5 ox %
* 2% 7 27 9%
304 % — %254
430x * 5% %
12x7 27 9%
30 4% — %254
43 0% * 5% %
12% 7 27 9%
304% — %254
43 0% 15 %%
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30 4% —1254

43 0% 15 %%

Zde jiz nelze doplnit zadnou c¢islici jednoznacné. Na misté jednotek v kterémkoli zatim
nezndmém cisle maze byt ¢islice od 0 do 9 a libovolné volba na jednom takovém misté staci
k doplnéni vsech zbyvajicich ¢islic. Uloha tedy mé nejvyse deset FeSeni, které jiz snadno
odhalime. Napi. po doplnéni 0 do vysledku prvniho piikladu mtizeme pokracovat takto:

12% 7 27 9%
3043 — 1254
4300 15 % %
1257 27 9%
3043 — 1254
4300 15% %
1257 279 %
3043 — 1254
4300 15% 2
1257 2796
4300 15% 2
4300 1542

Kontrola (4 300+ 1542 = 5 842) nas ujisti, Ze jsme praveé nasli jedno z moznych FeSeni.
Timto zptisobem lze najit vsechna feSeni, kterych je pravé sedm:

1257 2796
3043 —1254
4300 1542
1257 2795
3044 —1254
4301 1541
1257 2794
3045 —1254
4302 1540
1257 2793
3046 —1254
4303 1539
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1257 2792

3047 —1254
4304 1538
1257 2791
3048 —1254
4305 1537
1257 2790
3049 —1254
4306 1536

Poznamka. Pri doplnéni napt. 7 do vysledku prvniho pfikladu vede predchozi postup
k nasledujicimu zavéru:

1267 2799
3040 —1254
4307 1545

Toto vsak neni feSeni dané tlohy, protoze 4 307 + 1 545 # 5842. Ze stejného duvodu nezis-
kéame dalsi feSeni ani po doplnéni 8 a 9 na misto 7...
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59. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

|. kolo kategorie Z8

7Z8-1-1
Napiste ¢islo 75 jako soucet nékolika po sobé bezprostiedné jdoucich prirozenych cisel.
Najdéte aspon ¢tyfi FeSeni. (M. Volfovad)

Mozné reseni. Chceme-li vyjadiit 75 pozadovanym zpusobem pomoci dvou séitanct,
hleddme pfirozené ¢islo x tak, aby 75 = z 4+ (z 4+ 1) = 2z + 1. Jediné takové ¢islo je z = 37,
tudiz

75 =37+ 38.

Podobné pro t¥i séitance, hledame piirozené feseni rovnice 75 = z+(x+1)+(x + 2) =
=3z + 3, jez je x = 24, tudiz
75 =24 + 25 + 26.

Pomoci ¢tyt (podobné osmi, dvanacti, ...) s¢itanciu 75 takto vyjadfit nelze, nebot
soucet jakychkoli ¢tyf (podobné osmi, dvanécti, ...) po sobé bezprostfedné jdoucich pii-
rozenych cisel je vzdy sudy.

Pét s¢itanct odpovida feseni rovnice 75 = z+(z+1)+(x+2)+(z+3)+(z+4) = 52+10,
jez je x = 13, tudiz

75 =13+14+154+16 + 17.

Obdobnym zptsobem lze najit jesté nasledujici feSeni pomoci Sesti, resp. desiti sci-
tanct:

75 =10+11+12+ 134 14 + 15,
=3+4+5+6+7+8+9+10+ 11+ 12.

Poznamka. Alternativni zapis pro tii s¢itance muze vypadat nasledovné: 75 = (y — 1) +
+y+(y+1) = 3y, odtud y = 25, coz souhlasi s pfedchozim zavérem. Tento zptuisob zapisu je
vyhodny zejména pro liché pocty sc¢itancii; napt. 75 nelze zapsat pozadovanym zptisobem
pomoci sedmi, resp. deviti s¢itanct, protoze 75 neni délitelné 7, resp. 9. ..

Z8-1-2
Tii kamaradky se seSly na chalupé a vyrazily na houby. Nasly celkem 55 hiibti. Po

navratu si udélaly smazenici, rozdélily ji na ¢tyfi stejné porce a pozvaly na ni kamarada
Pepu. Liba dala na smazenici Sest ze svych hiibti, Maruska osm a Sarka pét. Kazdé pak
zbyl stejny pocet hiibt. Pepa jim daroval bonboniéru, kde bylo 38 bonbont, a tekl, ze se
maji spravedlivé rozdélit podle toho, jak pfispély na jeho jidlo.

1. Kolik htibtd nasla kazda?

2. Jak se mély podle Pepy podélit?

(M. Volfova)

MozZné reseni. 1. Do smazenice kamaradky daly celkem 6 + 8 + 5 = 19 hfib1, takZe jim
ziistalo 55 — 19 = 36. VSechny pak meély stejné, kazdé tedy zbylo 36 : 3 = 12 hribt. Liba
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dala do smaZenice 6 hribi, nasla tedy 12 + 6 = 18 hiibi, Maruska dala 8, nasla proto
12 + 8 = 20 a Sarka dala 5, nasla jich 12 +5 = 17.

2. Kazdy snédl ¢tvrtinu smazenice, tzn. kazdy snédl 179 = 4% hiibi. Liba dala do
smazenice 6 hibi (sama snédla 4%), do Pepovy porce tedy prispéla mnozstvim 6—4% = 1%,
tj. 2 hiibG. Marugka dala 8 hiibt, piispéla Pepovi 8 — 43 = 31 = 13 hiibi. Sérka dala 5
h¥ibt, prispéla Pepovi 5 — 42 = 1 hiibu.

Dévcata se méla podle Pepy podélit v pomeéru % : % : %. To je totéz jako pomeér
5:13 : 1 nebo téz 10 : 26 : 2, tedy celkem 38 dili, coz odpovida pravé 38 bonbdéntim
v bonboniéie. Liba méla podle Pepy dostat 10 bonbonti, Maruska 26 a Sarka 2.

7Z8-1-3

Sedadla v divadelnim salu jsou rozdélena do tii kategorii podle jejich vzdalenosti
od jevisté. ,I. mista“ jsou nejblize jevisti, tvori dvé pétiny kapacity salu a prodavaji se
za 220 Kc¢. ,II. mista® tvori dalsi dvé pétiny salu a prodavaji se za 200 K¢. Zbyvajici
,I1I. mista“ se prodavaji za 180 K¢. Pred zahajenim predprodeje na slavnostni premiéru
bylo rozdano 150 vstupenek zdarma zvanym hostim. Vstupenky byly rozdavany postupneé
od prednich mist sdlu dozadu. VSechny ostatni vstupenky pak byly prodany. Kdyby se vsak
volné vstupenky rozdavaly postupné od zadnich mist doptfedu, byla by trzba o 4320 K¢
vétsi. Kolik mist bylo v sélu? (L. Siminek)

Mozné fesSeni. Pro vypocty je podstatné, v kolikaté pétiné salu kond¢i tsek s volnymi
vstupenkami (viz obrazek). Reseni tlohy proto rozdélime do péti ¢asti a v kazdé budeme
pracovat s jinym predpokladem. Pro pocet sedadel v jedné pétiné salu pouzivame nezna-
mou p.

220, 220, | 200,~| 200, | 180,

)s1Ad(

2., 3., 4., 5. pétina

a) Predpokladame, ze 150 volnych vstupenek tvotilo % salu nebo méné. Presunem
volnych vstupenek do zadni ¢asti salu by se ziskalo 150 - 40 = 6 000 (K¢), coz neodpovida
zadani.

b) Predpokladame, ze tsek s volnymi vstupenkami koné¢i v druhé pétiné salu, tedy ze
p < 150 < 2p. Presunem volnych vstupenek z prvni pétiny do paté by se ziskalo 40p K¢.
Ve druhé pétin€ salu je 150 — p volnych vstupenek a jejich presunem do ¢tvrté pétiny by
se ziskalo 20 - (150 — p) K¢&. Vypocitame p:

40p 4 20 - (150 — p) = 4 320,
20p + 3000 = 4 320,
p = 66.
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Vidime, Ze pfedpokladand nerovnost 150 < 2p neplati, a proto tsek s volnymi vstupenkami
nemtize koncit ve druhé pétiné salu.

c) Predpokladame, Ze tisek s volnymi vstupenkami konéi ve tfeti pétiné salu, tedy Ze
2p < 150 < 3p. Piesunem volnych vstupenek z prvni pétiny do paté by se ziskalo 40p K¢,
ze druhé pétiny do ¢tvrté 20p Ké. Zbylych 150 — 2p volnych vstupenek je ve treti pétiné
salu a ty by se presunuly bez zisku opét do tfeti pétiny. Vypocitame p:

40p 4+ 20p + 0 - (150 — 2p) = 4 320,
60p = 4 320,
p="T2.

Vidime, Ze predpokladané nerovnost 2p < 150 < 3p plati. Usek s volnymi vstupenkami
tedy mohl koncit ve treti pétiné salu a pocet mist v sale by pak byl 5p =5 - 72 = 360.

d) Pfedpokldadédme, Ze tsek s volnymi vstupenkami konéi ve ¢étvrté pétiné salu, tedy
ze 3p < 150 < 4p. Muzeme sestavit rovnici podobné jako v predchozich odstavcich nebo
ukézat jinou tvahu: za vstupenky v paté pétiné salu se utrzilo 180p K¢, vstupenek ve
¢tvrté pétiné se prodalo 4p — 150 a utrzilo se za né 200 - (4p — 150) Ké. Pokud by se volné
vstupenky rozdavaly od zadnich fad, prodalo by se 5p — 150 vstupenek a vSechny by byly
za 220 K¢. Rozdil téchto dvou trzeb je 4 320 K¢, dochazime k takovéto rovnici:

220 - (5p — 150) — 180p — 200 - (4p — 150) = 4 320,
120p — 3000 = 4 320,
p = 61.

Vidime, ze predpokladana nerovnost 3p < 150 neplati, a proto tsek s volnymi vstupenkami
nemtize koncit ve ¢tvrté pétiné salu.

e) Predpokladame, ze tsek s volnymi vstupenkami konéil az v paté pétiné salu. Mu-
Zeme postupovat jako v odstavcich b), ¢) a d) nebo pouzit jednodussi vahu: penize se
utrzily pouze za mista v paté pétiné, prodavala-li by se misto toho v prvni pétiné, ziskalo
by se za kazdé o 40 K¢ vice. Prodavanych mist by tedy bylo 4320 : 40 = 108 a vSech mist
150 4+ 108 = 258. Pak by ale tsek se 150 volnymi vstupenkami nekoncil v posledni pétiné
salu, tedy predpoklad v uvodu této casti feSeni nemtize byt naplnén.

V sale bylo 360 mist.

7Z8-1-4
Dostali jsme krychli, ktera méla délku hrany vyjadienou v centimetrech celym cislem.

Vsechny jeji stény jsme obarvili na ¢erveno a poté jsme ji roziezali beze zbytku na krych-
licky o hrané 1cm.

e Lukas tvrdi, ze krychlicek se dvéma obarvenymi sténami je desetkrat vice nez téch se
tfemi obarvenymi sténami.

e Martina fika, ze krychlicek se dvéma obarvenymi sténami je patnactkrat vice nez téch
se tfemi obarvenymi sténami.

Pravdu ma vSak pouze jeden — kdo? A kolik méfila hrana puvodni krychle?
(L. Simiinek)

Mozné tesSeni. Z formulace zadani plyne, Ze hrana ptuvodni krychle méfila aspon 2 cm.
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Krychlicka ma tii obarvené stény, pokud jeji vrchol byl piivodné vrchol velké krychle.
Takovych krychli¢ek je proto stejné jako vrchold krychle, tedy 8.

Krychlicka ma praveé dvé obarvené stény, pokud jedna jeji hrana tvorila ptivodné hranu
velké krychle a zaroven zadny vrchol krychlicky nebyl piivodné vrchol velké krychle. Pro-
toze velka krychle méla 12 hran, je pocet krychlicek pravé se dvéma obarvenymi sténami
nasobkem dvanacti. Podle Lukase je takovych krychlicek 10 - 8 = 80, coz neni mozné,
protoze 80 neni nasobek dvanacti. Pravdu ma Martina, ktera tvrdi, ze takovych krychlicek
je 15-8 = 120.

Na kazdé hrané velké krychle jsme rozrezanim ziskali 120 : 12 = 10 krychli¢ek se
dvéma obarvenymi sténami. Hranu ptivodni krychle vsak tvorily i dvé krychlicky se tfemi
obarvenymi sténami, délka hrany tedy odpovidala dvanécti krychlickdm. Hrana ptvodni
krychle mérila 12 cm.

Z8-1-5
Ze ctverce o strané 6 cm odiizneme od kazdého vrcholu shodné rovnoramenné pravo-

uhlé trojuhelniky tak, aby se obsah ¢étverce zmensil o 32 %. Jakou velikost maji odvésny?
(M. Krejéova)

Mozné Feseni. Obsah étverce o strané 6 cm je 36 cm?. Odiiznuté ¢asti maji dohromady
obsah 0,32-36 = 11,52 (cm?). Pokud odvésnu odfiznutého trojihelniku ozna¢ime x, potom
obsah kazdého takového trojuhelniku je %xQ.

N
NS

Dohromady dostavame rovnici, kterou snadno vyresime:

{132

4.7 =11,52
2 b b
z% =576,
r=24.

Odvésny odfiznutych pravotuhlych trojuhelnikd maji délku 2,4 cm.

7Z8-1-6
Ve dvou mistnostech vzdélavaciho centra se konaly prednasky. Primérny vek osmi lidi
pritomnych v prvni mistnosti byl 20 let, primérny vek dvanacti lidi ve druhé mistnosti
byl 45 let. V pribéhu prednasky odesel jeden tucastnik a tim se primeérny vék vsech osob
v obou mistnostech zvysil o jeden rok. Kolik let bylo tc¢astnikovi, ktery odesel?
(L. Hozovad)

MozZné iesSeni. Podle zadani byl soucet vékt osmi osob pritomnych v prvni mistnosti
roven 8 - 20 = 160 let, soucet veklt dvanacti osob pritomnych ve druhé mistnosti byl
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12 - 45 = 540 let. Pramérny vék vSech osob v obou mistnostech tedy byl % = %0 =
= 35 let.
Pokud z znaci veék cloveka, ktery béhem prednasky odesel, potom vime, ze
700 — z
=35+1
20—1 Th

a rovnici doresime:

700 —z =36 - 19,
r =700 — 684 = 16.

Ucastnik, ktery odesel, mél 16 let.
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59. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z9

Z9-1-1
Dostal jsem zadana dvé prirozena cisla. Poté jsem je ob€ zaokrouhlil na desitky. Urcete,
ktera cisla jsem mél zadana, pokud vite, Ze:
e podil zaokrouhlenych c¢isel je stejny jako podil ¢isel piivodnich,
e soucin zaokrouhlenych cisel je o 295 vétsi nez soucin puvodnich cisel,
e soucet zaokrouhlenych cisel je o 6 vétsi nez soucet piivodnich ¢isel.

(L. Simiinek)

MozZné feseni. Prirozené ¢islo zaokrouhlujeme na desitky tak, Ze k nému pri¢teme vhodné
celé cislo od —4 do 5. Podle tfeti podminky v zadani ma byt soucet dvou zaokrouhlenych
¢isel o 6 vétsi nez soucet C¢isel pivodnich. Obé ptuivodni ¢isla se tedy zaokrouhlovanim zvétsi
a musi o nich platit jeden z nésledujicich predpokladii:

a) Jedno kondi ¢islici 5, druhé ¢islici 9. (Oznacime-li je p, ¢, po zaokrouhleni na desitky

dostaneme p + 5, g + 1.)

b) Jedno konéi éislici 6, druhé éislici 8. (Oznacime-li je r, s, po zaokrouhleni na desitky

dostaneme r + 4, s 4 2.)

c) Jedno kondi ¢islici 7, druhé éislici 7. (Oznacime-li je t, u, po zaokrouhleni na desitky

dostaneme t + 3, u + 3.)

Podle druhé podminky v zadani je sou¢in zaokrouhlenych ¢isel o 295 vétsi nez soucin
ptvodnich c¢isel. Protoze soucin zaokrouhlenych ¢isel musi mit na misté jednotek cislici 0,
vyplyva z této podminky, Ze soucin ptivodnich ¢isel konéi ¢islici 5. Soucin ¢isel podle predpo-
kladu a) skutecné kondi €islici 5, protoze 5-9 = 45. Avsak soucin ¢isel podle predpokladu b)
konéi ¢islici 8, protoze 6-8 = 48, a soucdin ¢isel podle predpokladu c) konéi ¢islici 9, protoze
7.7 =49. Déle tedy budeme pracovat pouze s predpokladem a), protoZze jediné ten miize
vést ke spravnému vysledku. Podle prvni a druhé podminky v zadani dochazime k soustaveé
dvou rovnic:

p+o5 _p
g+1 ¢
(p+5)(qg+1) = pg + 295.

bl

Upravami prvni rovnice ziskdme vztah p = 5¢. S jeho vyuzitim vyfesime druhou rovnici:

pq+p—+ 59+ 5= pqg+ 295,

p+ 5g = 290,
5q + bq = 290,
q = 29.
Po dosazeni:
p=>5-29 = 145.

Vysledna ¢isla p a ¢ maji na misté jednotek takové cislice, jaké jsme urcili v nasem pred-
pokladu. Uloha m4 jediné feseni: hledané &isla jsou 29 a 145.
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Jiné resSeni. Stejnym postupem dojdeme ke stanoveni predpokladii a), b), ¢). Poté, misto
diskuse o ¢islici na misté jednotek v soucinu pivodnich éisel, sestavime zvlast pro kazdy
predpoklad rovnici podle druhé podminky v zadani:

a) (p+5)(g+1) = pq + 295, po tpravé p + 5q + 5 = 295,
b) (r+4)(s+2) = rs+ 295, po Gpravé 2r + 4s + 8 = 295,
c) (t+3)(u+ 3) =tu+ 295, po upravé 3t + 3u + 9 = 295.

Vidime, Ze upravend rovnice b) nemiize mit v oboru celych ¢isel feSeni; dosazenim
jakychkoli celych cisel totiz ziskdme na levé strané sudy soucet, coz odporuje c¢islu 295
napravo. Podobné ani upravena rovnice c¢) nemtze mit v oboru celych ¢isel Feseni, protoze
dosazenim jakychkoli celych ¢isel na levou stranu rovnice ziskdme soucet délitelny tfemi,
coz odporuje ¢islu 295 napravo. Pouze rovnice a) mize mit feSeni v oboru celych ¢isel
a k nému dojdeme za pouziti vztahu p = 5q tak, jak bylo uvedeno vyse.

Jesté jiné reseni. Stejné jako v predchozich feSenich nejprve dojdeme k zavéru, ze jedno
puvodni ¢islo ma na misté jednotek cislici 9, druhé ¢islici 5. Prvni tedy mtzeme zapsat jako
10a + 9, po zaokrouhleni na desitky dostaneme 10a + 9 + 1, tj. 10(a 4 1). Druhé zapiSeme
jako 10b+ 5, po zaokrouhleni na desitky dostaneme 10b+ 545, tj. 10(b+1). Cisla a, b jsou
¢isla pfirozend nebo nula (v zadani neni feceno, ze zadné ¢islo nemize byt jednomistné).
Podle druhé podminky v zadani plati:
10(a+1)-10(b+1) = (10a +9) - (10b + 5) + 295,
100ab + 100a + 100b 4+ 100 = 100ab 4 90b + 50a + 45 + 295,
50a + 106 = 240,
5a + b = 24.

Vsechna mozna feseni vypiseme do tabulky:

a 0 1 2 3 4

b 24 19 14 9 4

Odpovidajici dvojice ¢isel jsou

10a + 9 9 19 29 39 49

10b+5 245 195 145 95 45

U kazdé z téchto dvojic oveérime, zda je splnéna prvni podminka:

9 10 . AV
® 5= 7 355, tedy dvojice 9 a 245 neni feSenim,
19 4 20

195 200

. % = % = %, tedy dvojice 29 a 145 je feSenim,

tedy dvojice 19 a 195 neni fesSenim,
° % # f"—OOO, tedy dvojice 39 a 95 neni feSenim,

49 4 50 " C e
® = # =5, tedy dvojice 49 a 45 neni fesenim.

Vsem uvedenym podminkam vyhovuje pouze dvojice 29 a 145.
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Z9-1-2

Pat a Mat byli na vyleté. Vysli rano po osmé hodiné, kdy velkd a mala rucicka na Pa-
tovych hodinkach lezely v opacnych polopiimkach. V opac¢nych poloptimkéach byly rucicky
Patovych hodinek, i kdyz se oba pratelé pred polednem vratili. Mat dobu vyletu méfil na
stopkach. Urcete i vy s presnosti na sekundy, jak dlouho trvala cesta. Pfredpokladejte, ze
Patovy hodinky a Matovy stopky Sly presné. (M. Volfova)

Mozné teseni. Rychlost malé rucicky je 30° za 60 min, tj. 0,5° za 1 min. Rychlost velké
rucicky je 360° za 60 min, tj. 6° za 1 min. Polohu rucicky na ciferniku, ktera ukazuje na c¢islo
12, nazvéme jako ,zakladni polohu®“. V 8:00 je velka rucicka v zédkladni poloze, mala rucicka
v 8:00 ukazuje na ¢islo 8, tedy od zdkladni polohy je pootocena o 240°. Dobu, ktera uplynula
od 8:00 do okamziku, kdy rucicky lezely v opa¢nym polopiimkach a zacal vylet, oznacime
jako x min. V hledany okamzik je velka rucicka od zakladni polohy pootocena o (04 6x)°,
mald rucicka o (240 + 0,5x)°. Rucicky v ten moment lezi v opa¢nym polopfimkéach, a tak
pootoceni malé rucicky od zadkladni polohy je o 180° vétsi nez pootoceni velké rucicky.
Dochéazime k rovnici, jejimz vyfesenim zjistime x:
(0 + 6x) + 180 = 240 + 0,5z,
5,5x = 60,
x = 10,90.

Hodnota 10,90 min je pfiblizné 10 min 54,5 s; vylet tedy zacal v 8 h 10 min 54,5 s.

Podobné sestavime rovnici, kde y vyjadiuje dobu v minutach, ktera uplynula od 11:00
do okamziku, kdy vylet skoncil:

(0 + 6y) + 180 = 330 + 0,5y,
5,5y = 150,
y = 27,27.

Hodnota 27,27 min je pfiblizné 27 min 16,4 s; vylet tedy skoné¢il v 11 h 27 min 16,4 s.

Po odecteni dvou nalezenych casti dojdeme k zavéru, ze vylet trval 3 h 16 min 22 s.

Poznamka. Pokud vSechny ¢asové udaje vyjadiujeme od zac¢atku v hodinach, predchozi
rovnice pro neznamou z vypada takto:

(0 + 360z) + 180 = 240 + 30z,

2

a jejim fesenim je 2 = 2 (h). Podobné nezndma y vychazi 3

11

(11+%)—(8+%) :3+% (h),

(h) a cely vylet trval

tj. priblizné 3 h 16 min 22 s.

Jiné feseni. Béhem piildne, tedy v dobé od 0:00 do 12:00, lezi rucicky v opacnych polo-
piimkach celkem jedendctkrat. Casové intervaly mezi takovymi okamziky jsou vzdy stejné
(obé rucicky se pohybuji konstantni rychlosti). Odtud plyne, ze délka kazdého intervalu je
}—% h. Doba vyletu odpovida tfem zminénym intervaltim; ke spravnému vysledku lze tedy
dojit i timto vypoctem:

12 36 3

2= 2342 (n).
o ot W
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79-1-3

Na obrazku je krychle o hrané 2cm tvorena osmi krychlickami s hranou 1cm. Osm
stén krychlicek je obarveno cerné, ostatni jsou bilé. Pritom z nich lze slozit krychli, jejiz
povrch je bily. Kolika zptisoby mohou byt krychlicky obarveny? Predpokladejte, ze stejné
obarvené krychlicky nedokazeme odlisit, mohou se tedy zaménit.

LT

(K. Pazourek)

Mozné teSeni. Ze zadani vyplyva, ze kazdad z osmi krychlicek, ze kterych je slozena
velka krychle, mé urcité tii bilé stény, které navic maji spole¢ny vrchol. Zbylé stény kazdé
z krychlic¢ek jsou bud ¢erné, nebo bilé. Celkem osm stén mé byt éernych, pfitom nezalezi,
jak krychlicky usporadame, dilezité je jen, kolik stén maji obarvenych. Navic nezalezi,
jestli naptiklad obarvime prvni a druhou sténu, nebo prvni a tfeti sténu — krychlicku
pootocenim prevedeme z jednoho pfipadu na druhy a obracené. Vypisme si mozna obarveni
krychlicek. V fadcich jsou zaznamenany pocty cernych stén na jednotlivych krychlickéach,
vzdy od nejvétsiho poctu k nejmensimu:

e 3,3,2000,0,0,
e 3,3 1,1,0,0,0,0,
e 3,2,2,1,0,0,0,0,
¢ 3,2,1,1,1,0,0,0,
©3,1,1,1,1,1,0,0,
©2222000,0,
©2.221,1,00,0,
22 1,1,1,1,0,0,
2 1,1,1,1,1,1,0,
e 1,1,1,1,1,1,1, 1.
Dostavame tak celkem 10 rtznych obarveni krychlicek.
Z9-1-4

Adam a Eva dostali kosik, ve kterém bylo 31 jablek. Prvni den snédla Eva tfi ctvrtiny
toho, co snédl Adam. Druhy den snédla Eva dvé tfetiny toho, co snédl tyz den Adam.
Druhého dne vecer byl kosik prazdny. Kolik jablek snédla z kosiku Eva? (Adam i Eva
jablka jedi celd a nedéli se o né.) (L. Hozovad)

Mozné reseni. Podle zadani snédla Eva prvni den tfi ¢tvrtiny toho, co snédl Adam. Proto
pocet jablek, které prvni den snédl Adam, musi byt nasobkem ¢tyt. Oznacime jej 4a, kde
a je neznamé prirozené cislo. Pocet jablek, které prvni den snédla Eva, je pak 3a. Pocty
jablek snédenych za druhy den oznac¢ime obdobné: Adam snédl 3b a Eva 2b jablek, kde b
je neznamé prirozené cislo. Sestavime rovnici o dvou neznamych a budeme pro ni hledat
feSeni v oboru pfirozenych cisel:

4a+ 3a+ 3b+ 2b =31,
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po Upravé
Ta + 5b = 31.

Za a postupné dosazujeme prirozena cisla 1 az 4 a pokazdé urcujeme, zda i b vychazi jako
prirozené ¢islo. (Dosazovat za a vétsi ¢isla nezkousime, protoZze b by vychézelo zaporné.)
Takto najdeme jediné feSeni rovnice v oboru pfirozenych cisel:

a=3,b=2.

Prvni den Eva snédla 3a = 3-3 = 9 jablek, druhy den 2b = 2- 2 = 4 jablka. Celkem snédla
13 jablek.

Z9-1-5
Ridi¢ prevazi mléko v cisterné tvaru valce. Priimér podstavy je 180 cm, délka cisterny
je 4m. Kolik hl mléka je v cisterné, jestlize je naplnéna do tii ¢tvrtin priméru?

(M. Krejéova)

Mozné feseni. Cast podstavy, ktera je pod hladinou mléka v cisterné, rozdélime na ne-
konvexni kruhovou vyse¢ a rovnoramenny trojihelnik XYS.

Z

~
~

Y R N X

1})

|
S
\
\
\

Velikost tsec¢ky SX, stejné jako SZ, je rovna poloméru podstavy, tj. |[SX| = |[SZ]| =
= r = 90 cm. Podle zadani je bod R ve stfedu tsecky SZ, tj. |SR| = |RZ| = 3r. Odtud
plyne, ze (pravouhlé) trojuhelniky SXR a ZXR jsou shodné, tudiz |ZX| = |SX| a troj-
thelnik SXZ je rovnostranny. Proto je velikost vnitiniho thlu RSX rovna 60°, velikost
vnitiniho thlu X SY je 120° a velikost vnéjsiho thlu X SY je 240°. Nekonvexni kruhové
vyseci tedy nalezi % obsahu celého kruhu, tj.

2
S, = gm‘Q = 16965 cm? = 170 dm?.
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Obsah trojuhelniku XYS je roven S; = |RX]| - |RS|. Velikost usecky RS je rovna
7 a velikost |RX| vyjadiime pomoci Pythagorovy véty v trojuhelniku SXR: |RX|* =

= [SX|> = |RS|> =r? — (37)* = 212, tedy |[RX| = @r. Po dosazeni dostavame

3
S, = %ﬂ = 3507 cm? = 35 dm?.

Cast podstavy, kteréa je pod hladinou mléka v cisterné, mé tedy obsah
S =8, + S =205dm*.
Cisterna je dlouha d = 4m = 40 dm, objem prevazeného mléka je tedy pfiblizné roven

V=25 -d=28200dm> = 82hl.

Z9-1-6

V lichobézniku ABCD se zakladnami AB a C'D délky 7cm a 4cm jsou body S
a T stfedy stran AD a BC, viz obrazek. Bod X je prtsecik tsecek AC a ST, bod Y je
priisecik tsecky AB a ptimky DX. Obsah étyithelniku AYCD je 12 cm?. Vypoététe obsah
lichobézniku ABCD.

D C

(M. Dillingerovad)

Mozné ieSeni. Usecka ST spojuje stiedy ramen lichobézniku ABCD, proto musi byt
rovnobézna s jeho zakladnou C'D. Usecka SX, ktera lezi na tsecce ST, je tedy rovnobézna
se stranou CD trojihelniku C'DA. Déale vime, Ze jeji krajni bod S je stfed strany DA.
Usecka SX je proto stiedni pricka trojuhelniku CDA. Obdobné lze dokazat, Ze tsecka SX
je stfedni pricka trojuhelniku AYD. Pro stfedni pricku trojuhelniku obecné plati, ze ma
dvakrat mensi velikost nez s ni rovnobézna strana trojuhelniku. Délka tisecky SX je dvakrat
mensi nez délka strany C'D a zaroven je dvakrat mensi nez délka strany AY. Velikosti tisecek
CD a AY proto museji byt stejné, obé tedy méti 4 cm. Protoze rovnobézné strany AY a CD
ctytthelniku AYCD maji stejnou délku, musi jit o kosodélnik. Pro vypocet jeho obsahu
plati S; = |CD] - v, kde v je délka jeho vysky ke strané C'D. Ze zadani zndme S; a |C'D|,
délku v spocitame:
v=251:|CD|=12:4 = 3(cm).
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Tato délka v je také rovna vzdalenosti zakladen lichobézniku ABCD. Obsah tohoto li-
chobézniku je tedy

3
Sy = — - (|AB| + |CD|) = 5(7+4) = 16,5 (cm?).

N <

Jiné fesSeni. Dokazeme, ze trojuhelniky AXY a C' XD jsou shodné. Jejich ihly AXY
a CXD jsou uhly vrcholové a maji tedy stejnou velikost. Rovnobézky AB a DC jsou
protaty prickou AC, thly YAX a DCX zminénych trojuhelnikt jsou tedy thly stiidavé
a i ony maji stejnou velikost. Tyto dva trojuhelniky jsou tedy podobné. Navic vysky téchto
trojuhelnikt k odpovidajicim si strandm AY a C'D maji stejnou délku, nebot obé predsta-
vuji vzdalenost zakladny lichobézniku ABC D a jeho stfedni pricky. Protoze se trojihelniky
AXY a CXD shoduji ve tfech pravé zminénych prvcich, museji byt shodné. Odpovidajici
si strany AY a CD tedy maji stejnou velikost, a sice 4 cm. Déle je feseni shodné s vyse
uvedenym.
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