MATEMATICKA OLYMPIADA

pro Zaky
zakladnich $kol a niZSich roéniku viceletych gymnazii

58. ROCNIK, 2008/2009

http://math.muni.cz/mo

Mili mladi pratelé,

mate radi zajimavé matematické tlohy a chtéli byste si v jejich fe-
Seni zasoutézit? Jestlize ano, zveme véas k tcCasti v matematické olym-
piadé (MO). Soutéz je dobrovolnd a nesouvisi s klasifikaci z matematiky.
Mohou se ji zGcastnit zaci 5. az 9. ro¢nikd zdkladnich skol a zaci jim
odpovidajicich ro¢nikt viceletych gymnazii vzdy ve svych kategoriich. Po-
drobnéjsi rozdéleni uvadi nasledujici tabulka.

rocnik kategorie
7S | 8leté G | 6leté G
9 4 2 79
8 3 1 78
7 2 — 77
6 1 — 76
5 — — 75

Se souhlasem svého ucitele matematiky muzete soutézit i v nékteré
kategorii uréené pro vyssi roénik nebo v nékteré kategorii A, B, C, P, které
jsou urceny pro studenty stfednich skol. Soutézni tlohy pro kategorie A,
B, C, P jsou uverejnény v letdku Matematickd olympidda na stiednich
skolach.

Pruabéh soutéze
Soutéz v jednotlivych kategoriich probiha ve dvou nebo ve tfech kolech.

Kategorie Z9 mé skolni, okresni a krajské kolo.
Kategorie Z8, 77, 76 a 7Z5 maji skolni a okresni kolo.

Skolni kolo: V tomto vstupnim kole soutéze, organizovaném na $kolach,
Fesi zaci ve svém volném case (doma) Sest tloh uvefejnénych v tomto
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letaku. Do soutéze budou zafazeni zaci, ktefi odevzdaji svym ucitelim
matematiky feseni alespon ¢tyf tloh. Vsem soutézicim vsak doporucuje-
me, aby se snazili vyfesit vSechny tlohy, protoze v dalsim priibéhu soutéze
mohou byt zadany podobné ulohy.

Reseni tloh odevzdavejte svym uciteliim matematiky v téchto termi-
nech:

Kategorie Z5, Z9: prvni trojici tloh do 7. listopadu 2008 a druhou
trojici tloh do 7. ledna 2009.

Kategorie Z6 az Z8: prvni trojici iloh do 12. prosince 2008 a druhou
trojici iloh do 6. biezna 2009.

Vasi ucitelé ulohy opravi a ohodnoti podle stupnice I — vyborne, 2 —
dobre, 8 — nevyhovuje. Pak je s vami rozeberou, vysvétli vam pripadné
nedostatky a seznami vés se spravnym, popiipadé i jinym Fesenim. Uspés-
nymi Fesiteli Skolniho kola se stanou ti soutézici, ktefi budou mit alespon
u Ctyt uloh Feseni hodnocena vyborné nebo dobfe.

Prace vsech uspésnych resiteld kategorili Z6 az Z9 zasle vase skola
okresni komisi MO. Ta z nich vybere nejlepsi fesitele a pozve je k tcasti
v okresnim kole soutéze. Vybér ucastniki v kategorii Z5 provadéji po
dohodé s okresni komisi MO 8koly, které okresni kolo potadaji (viz nize).

Okresni kolo se uskuteéni

pro kategorii Z9 21. ledna 2009,

pro kategorii Z6 az Z8 8. dubna 2009,
pro kategorii Z5 21. ledna 2009.

Okresni kolo pro kategorie Z6 az 79 se porada zpravidla v okresnim
mésté, v kategorii Z5 okresni kolo probihd na nékolika skolach okresu
povérenych poradanim.

Zaci pozvani do okresniho kola kategorie Z9 budou fesit samostatné
v pritbéhu 4 hodin 4 soutézni lohy. Pozvani zaci kategorii Z6 az Z8 budou
samostatné fesit 3 ulohy v pribéhu 2 hodin. Pozvani zaci kategorie Z5
budou samostatné fesit 3 tlohy v pribéhu 1 hodiny.

Ve vsSech kategoriich se feSeni tloh oboduji a podle souétu ziskanych
bodii se sestavi poradi ti¢astnikti okresniho kola. Uéastnici, ktefi ziskaji
pfedepsany pocet bodu (zpravidla asponl polovinu z dosazitelnych bodit),
se stanou uspésnymi fesiteli okresniho kola a nejlepsi z nich budou odmé-
néni.

Krajské kolo pro kategorii Z9 se bude konat 25. bfezna 2009 v nékte-
rém mésté vaseho kraje. Pribéh soutéze a jeji vyhodnoceni je stejné jako
pri okresnim kole. Nejlepsi tcastnici krajského kola jsou vyhlaseni jeho
vitézi.



Matematickou olympiadu potadaji Ministerstvo skolstvi, mlddezZe a té-
lovgjchovy, Jednota ceskijch matematiki a fyziki o Matematicky ustav Aka-
demie véd Ceské republiky. Soutéz organizuje ustredni komise MO, v kra-
jich ji ¥idi krajské komise MO pti pobockach JCMF a v okresech okresni
komise MO. Na jednotlivych skolach ji zajistuji povéfeni ucitelé matema-
tiky. Vy se obracejte na svého ucitele matematiky.

Pokyny a rady soutéZicim

o]

Reseni sout&Znich tloh vypracujte ¢itelné na listy formatu A4. Kazdou
ilohu zaénéte na novém listé a uvedte vlevo nahoie zahlavi podle vzoru:

Karel Vesely

8. B

ZS, Kulaté ndm. 9, 629 79 Luzany
okres Znojmo

2008,/2009

Uloha Z8-1-3

Reseni piste tak, aby bylo mo#no sledovat vas myslenkovy postup,
podrobné vysvétlete, jak jste uvazovali. Uvédomte si, Ze se hodnoti nejen
vysledek, ke kterému jste dosli, ale hlavné spravnost tivah, které k nému
vedly.

Prace, které nebudou spliiovat tyto podminky nebo nebudou ode-
vzdany ve stanoveném terminu, nebudou do soutéze ptijaty.



Na ukazku uvedeme feSeni tlohy z II. kola kategorie Z8 z jednoho
z predchazejicich ro¢nikt MO:

Uloha Z8-1I-1. Je dan obdélnik s celo¢iselnymi délkami stran. Jestlize
zvétsime jednu jeho stranu o 4 a druhou zmensime o 5, dostaneme obdél-
nik s dvojnasobnym obsahem. Urcete strany daného obdélniku. Najdéte
vSechny moznosti.

Resend. Délky stran obdélniku ozna¢ime a, b. Novy obdélnik m4 délky
stran a 44, b — 5. Podle podminky tlohy pro obsahy obou obdélnikt plati

2ab = (a+4)(b - 5).
Postupné upravime:

ab — 4b+ 5a = —20 (Odecteme 20,
ab—4b+5a —20 = —40  abychom levou

stranu mohli
(a—4)(b+5) = —40 rozloZit na soucin.)

Reseni najdeme rozkladem ¢isla —40 na 2 ¢initele. P¥itom musi byt a > 0,
b>0,atedy a—4>—4,b+5 > 5. Jsou dvé moznosti:

(=2)-20=-40 a  (—1)-40 = —40.

V prvnim pfipadé€ dostaneme obdélnik o strandch a = 2, b = 15 s obsahem
S = 30. Novy obdélnik pak m4 strany a’ = 6, ¥’ = 10 a obsah S’ = 60,
tj. 8’ =28.

V druhém pfipadé dostaneme obdélnik o stranach ¢ = 3, b = 35
s obsahem S = 105. Novy obdélnik pak mé strany a’ = 7, b’ = 30 a obsah
S’ = 210. Opét je S' = 28.



KATEGORIE Z5

Z5-1-1

Uc¢itelka Kadrnozkova kupovala v pokladné zoologické zahrady vstu-
penky pro své zaky a pro sebe. Vstupenka pro dospélého byla drazsi nez
pro skoldka, avSak ne vice nez dvakrat. Ucitelka Kadrnozkova zaplatila
celkem 994 K¢. Ucitel Hnizdo mél s sebou o tfi zaky vice nez jeho kolegy-
né, a tak za své zaky a za sebe zaplatil 1120 K¢.
1. Kolik zédka mél s sebou uéitel Hnizdo?
2. Kolik stéla vstupenka pro dospélého? (L. Simiinek)

Z5-1-2
Frantisek Nudilek se zabyval tim, Zze psal po sobé jdouci pfirozena
Cisla. Zacal takto: 1234567891011... Po ¢ase ho to pfestalo bavit, dokon-
¢il pravé rozepsané cCislo a kriticky se podival na svij vytvor. Zjistil, ze
v posloupnosti ¢islic, které napsal, se vyskytuje pét jednicek bezprostfedné
za sebou.
1. Kolik nejméné po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel musel Frantisek na-
psat?
2. Kolik nejméné &islic musel Frantisek napsat? (S. Bedndrovad)

Z5-1-3

Nejvyssi znama sopka na Zemi je Mauna Kea na Havajskych ostro-
vech. Jeji vyska od upati po vrchol je dokonce o 358 metru vétsi, nez je
nadmotskd vyska nejvyssi hory svéta, Mount Everestu. Nezveda se vsak
z pevniny, ale ze dna Tichého oceanu, z 5000metrové hloubky. Kdyby
motska hladina v této oblasti klesla o 397 metrt, byla by ponofené ¢ast
Mauna Key piesné stejné vysoka jako c¢ast, ktera by vycnivala nad hla-
dinu.

1. Jakou nadmorskou vysku ma vrchol sopky?
2. Kolik méri Mauna Kea od upati po vrchol?
3. Jakou nadmotskou vysku ma Mount Everest?

(Udaje o nadmoiskych vyskach uvadéné v riiznych zdrojich se mohou
lisit, coz je zptisobeno nepfesnostmi méfeni, pohyby zemské kiry, vrstvou
snéhové pokryvky apod. Pfi feSeni tlohy proto vychéazej pouze z udaja
v ni uvedenych.) (S. Bedndrovad)



Z5-1-4

Klasicka hraci kostka se prevracela naznadce-
nym smérem po planu na obrazku. Na kazdém
policku ztstaly otisknuty tecky ze stény, kterou
se kostka planu dotykala. Pocet vSech tecek otisk-
nutych na planu byl 23.

Kolik tecek bylo otisknuto na vybarveném po-
licku?

(Klasicka hraci kostka mé na sténach tecky
v poc¢tu od 1 do 6 umisténé tak, ze na protileh-
lych sténach je vidy dohromady 7 tecek. Plan je
tvofen Ctverci, které jsou stejné velké jako stény
kostky.) (M. Dillingerovd)

75-1-5

Digitalni hodiny ukazuji hodiny a minuty, jako napiiklad 14:37.
Kolik minut denné sviti na téchto hodinach alespon jedna pétka?

Z5-1-6

(M. Volfova)

Dan si ze ¢tvercové sité vysttrihl utvar jako na obrazku.

2cm

Odstfihni dva ¢tverecky sité tak, aby se vysledny utvar nerozpadl a mél

co nejvétsi obvod. Najdi vSechna FeSeni.

(M. Dillingerovd)



KATEGORIE Z6

Z6-1-1

Na obrazku je étvercové sit, jejiz étverce maji stranu délky 1 cm. V siti
je zakreslen obrazec vybarveny Sedé. Libor mé narysovat primku, ktera je
rovnobézna s primkou MO a rozdéluje Sedy obrazec na dvé ¢asti o stejném
obsahu.

e
e

M 0

V jaké vzdalenosti od primky MO povede Libor tuto rovnobézku?
(L. Simiinek)

Z6-1-2
Do prazdnych poli vepis ¢isla 2, 4, 6, 8, 12, 14 a 21 tak, aby tfi ¢isla
zapsand na jedné usecce davala vzdy stejny soucin. Napis svij postup.

(L. Simiinek)
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Z6-1-3

B-banka vydava bankomatové karty se ¢tyrmistnym PIN kédem, ktery
neobsahuje ¢islici 0. Pan Skleréza se bal, Ze zapomene PIN kéd své karty,
proto si ho napsal pfimo na ni, avSak fimskymi ¢islicemi IITVIIIXIV, aby
to pfipadny zlodéj nemél tak jednoduché. Sviij napad prozradil nejlepsimu
priteli, panu Odkoukalovi, ktery byl také klientem B-banky. Ten zahy se
svym PIN kédem udélal totéz a na kartu si napsal IVIIIVI. Ke svému
velkému prekvapeni vSak z fimského zapisu neumél sviij PIN kéd urcit
presné.
1. Jaky PIN kéd mé karta pana Skler6zy?
2. Jaky PIN kéd mtze mit karta pana Odkoukala? (S. Bedndrovd)

Z6-1-4
Nagrtni vSsechny mozné tvaroveé riizné ¢tyriahelniky, které maji vrcholy
ve vrcholech daného pravidelného Sestitthelniku.
Urdi, jaké by byly jejich obsahy, kdyby Sestitthelnik mél obsah 156 cm?.
(M. Volfovd)

Z6-1-5

Pan{ Kucerové byla na sedmidenni dovolené a Kéta ji po celou tuto
dobu vencila psa a krmila kraliky. Dostala za to velky dort a 700 K¢.
Po dalsi dovolené, tentokrat ¢tyrdenni, dostala Kata za vendeni a krmeni
podle stejnych pravidel stejny dort a 340 K¢.

Jakou cenu mél dort? (M. Volfovd)

Z6-1-6

Na kazdou sténu hraci kostky jsme napsali
jiné prvocislo mensi nez 20 tak, aby soucty dvou
¢isel na protilehlych sténach byly vzdy stejné.
Kostku jsme polozili na prvni policko planu na
obrazku nejmensim c¢islem dold. Potom jsme
kostku prevraceli naznac¢enym smérem po pla-
nu. Pti kazdém dotyku kostky s planem jsme na
odpovidajici policko napsali ¢islo, kterym se ho
kostka dotkla.

Kterym cislem se kostka dotkla zbarveného policka, jestlize soucet
vSech napsanych ¢isel byl nejmensi mozny?

(Plan je tvofen ¢tverci, které jsou stejné velké jako stény kostky.)

(M. Dillingerovd)




KATEGORIE Z7

Z7-1-1

Na kazdou sténu hraci kostky jsme napsali
jiné prvocislo mensi nez 20 tak, aby soucty dvou
¢isel na protilehlych sténach byly vzdy stejné.
Kostku jsme polozili na prvni policko planu
na obrazku nejvétsim cislem dol. Potom jsme
kostku prevraceli naznatenym smérem po pla-
nu. Pfi kazdém dotyku kostky s pldnem jsme na
odpovidajici policko napsali ¢islo, kterym se ho
kostka dotkla.

Kterym cislem se kostka dotkla zbarveného policka, jestlize soucet
vSech napsanych ¢isel byl nejvétsi mozny?

(Plan je tvofen ¢tverci, které jsou stejné velké jako stény kostky:.)

(M. Dillingerovd)

Z7-1-2

Na obrazku je étvercové sit, jejiz étverce maji stranu délky 1 cm. V siti
je zakreslen obrazec vybarveny Sedé. Libor mé narysovat primku, ktera je
rovnobézna s primkou MO a rozdéluje Sedy obrazec na dvé ¢asti o stejném
obsahu.

M O

V jaké vzdalenosti od primky MO povede Libor tuto rovnobézku?
(L. Simiinek)
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Z7-1-3

Turisté planovali dlouhou taru na tfi dny s tim, ze kazdy den ujdou
tfetinu celé trasy. To dodrzeli jen prvni den. Druhy den usli pouze tfetinu
zbylé cesty a tfeti den, unaveni, jen ¢tvrtinu zbytku. Poslednich 24 km do
cile je dovezlo terénni auto.

Jak dlouhd méla byt cela tira a kolik kilometrt turisté usli prvni,
druhy a tieti den? (M. Volfovd)

Z7-1-4

Pan Horék je o 3 roky starsi nez jeho Zena a jejich prvorozeny syn je
o 4 roky starsi nez jejich druhorozeny. Vsichni ¢tyfi ¢lenové rodiny slavi
narozeniny ve stejny den, nyni maji dohromady 81 let. Pfed 5 lety bylo

¢lentim této rodiny dohromady 62 let. Urc¢i dnesni stafi rodicti i obou déti.
(M. Volfovd)

Z7-1-5

Zuzka napsala pétimistné ¢islo. Kdyz ptipsala jednicku na konec tohoto
¢isla, dostala ¢islo, které je tfikrat vétsi nez cislo, které by ziskala, kdyby
napsala jednic¢ku pted piivodni ¢islo.

Které pétimistné ¢islo Zuzka napsala? (L. Hozovd)

77-1-6
Je dan obdélnik ABC'D. Bodem A vedeme piimku, ktera protne tsecku
CD v bodé X tak, ze pro obsahy vzniklych atvart plati Saxp : Sapcx =
=1:2. Bodem X vedeme piimku, kterd protne tsecku AB v bodé Y tak,
ze plati Saxy : Sypcx = 1: 2. Nakonec bodem Y vedeme primku, ktera
protne tsecku XC' v bodé Z tak, Ze plati Sxyz : Sypcz =1:2.
Vypocitej pomér obsahtt Saxp : Saxzy- (M. Dillingerovd)
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KATEGORIE Z8

7Z8-1-1

Myslim si nezaporné ¢islo ve tvaru zlomku s celo¢iselnym citatelem
a jmenovatelem 12. Kdyz je napisi ve tvaru desetinného ¢isla, bude mit
pred i za desetinnou ¢arkou po jedné ¢islici, obé tyto ¢islice budou ne-
nulové. Cisel, kterd maji obé uvedené vlastnosti, je vice. Pokud je vSak
sefadim od nejmensiho po nejvétsi, bude to ,moje“ predposledni.

Jaké ¢islo si myslim? (S. Bedndrovad)

78-1-2

Na kazdou sténu hraci kostky jsme napsali
jiné prvocislo mensi nez 20 tak, aby soucty dvou
¢isel na protilehlych sténach byly vzdy stejné.
Kostku jsme polozili na prvni policko planu na
obrazku. Potom jsme kostku prevraceli naznace-
nym smérem po planu. Pti kazdém dotyku kostky
s planem jsme na odpovidajici policko napsali Cis-
lo, kterym se ho kostka dotkla.

Kterym svym c¢islem se kostka planu nedo-
tkla, jestlize soucet vSech napsanych ¢isel byl 867

(Plan je tvofen ¢tverci, které jsou stejné velké jako stény kostky.)
(M. Dillingerovd)

Z8-1-3

Grafik v redakci novin dostal dva obrazky, aby je umistil k ¢lanku.
Prvni original byl 13 cm Siroky a 9 cm vysoky, druhy méfil na Sitku 14 cm
a na vysku 12cm. Grafik se rozhodl umistit obrazky na stranku vedle
sebe tak, aby se dotykaly a aby oba mély stejnou vysku. Po vytisténi
mély obrazky dohromady zaujimat $itku 18,8 cm. Obrazky tedy vhodné
zmensSil, aniz by je jakkoli ofezaval.

Jaka bude vyska vytisténych obrazka? (L. Simiinek)

78-1-4

Mame dany tfi navzajem rtzné nenulové Cislice. Na tabuli napiseme
vSechna trojcifernd ¢isla, ktera lze slozit z téchto ¢islic, pficemz pro kazdé
¢islo pouzijeme vSechny tfi Cislice. Soucet napsanych cisel je 1776.

Se kterymi tfemi Cislicemi jsme pracovali? Urcete vSechna FeSeni.

(L. Simiinek)
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78-1-5

Na vézi radnice jsou hodiny, které maji blizko stfedu ciferniku dvirka
pouzivana pii udrzbé. Dvirka se vSak oteviraji ven, coz je nepraktické —
napiiklad presné v 12:09 zakryje velkd rucicka dvirka, kterd pak nejdou
oteviit po dobu, jez kon¢i presné v 12:21.

Kolik minut denné dvitka nelze oteviit?
(Nezapomerite, ze dvifka mtize zakryt i malad rucicka; celd dvirka lezi
v kruhu, ktery tato rucicka opisuje.) (L. Simiinek)

7Z8-1-6

V kvadru ABCDEFGH je umisténo téleso PQRSTUV X, jehoz vr-
choly jsou stfedy hran kvadru, viz obrazek.

H G
\
5/ X
\
7N
E AN F
/ Z-R ““““““““ ey 14
/ /|
/ /|
i J | T
N/ > i ~——f—~C
N e
7Q U
Ve
A B

Vypocététe objem a povrch télesa, je-li: |[AB| = 8cm, |BC| = 6cm,
|BF| = 4 cm. (M. Krejcovd)
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KATEGORIE 79

79-1-1
Do tii prazdnych poli na obrazku patii takova
prirozené cisla, aby soucin tii ¢isel na kazdé strané @ @
trojuhelniku byl stejny.
Jaké nejmensi a jaké nejvétsi ¢islo muze byt za . . .
této podminky vepsano do Sedé vybarveného pole?
(L. Simiinek)

79-1-2

Alena, Béra, Cenék a David si spoleéné koupili tandem — jizdni kolo
pro dva. Na projizdku vyrazeji vzdy ve dvojici. Kazdy jel s kazdym uz
alesporii jednou a nikdo jiny se na tandemu jeSté nevezl. Alena byla na
projizdce jedenactkrat, Bara dvacetkrat, Cenék jen Gtyfikrat.

Urcete, kolikrat minimdalné a kolikrat maximalné mohl byt na projizdce
David. (L. Simiinek)

Z9-1-3
Ve ¢tvercové siti, jejiz ¢tverce maji stranu délky 10 cm, je narysovana
kruZnice se stfedem S ve vyznaceném miizovém bodé a polomérem 20 cm.

~— | N
D C
S
A B
10 cm

Body A, B, C a D jsou pruseciky kruZnice se sitovymi piimkami.
Urcete obsah vybarvené plochy ABCD. (L. Simiinek)
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79-1-4

Dominik si vyrobil ,prvociselné domino“ — kazd4 kostka odpovidala
jednomu dvojmistnému prvocislu tak, ze na kazdé poloviné kostky byla
jedna é&islice tohoto prvoéisla. Zadné dvojmistné prvoéislo v dominu ne-
chybélo a zadné prvocislo nebylo na dvou kostkach.

QQEH n=°°

Dominik se rozhodl, ze vsechny kostky uspotada do kruznice tak, aby
kostky lezici vedle sebe sousedily stejnou ¢islici, viz obrazek. Jeho kamarad
Borek mu fekl, Ze to nelze provést. Mél Borek pravdu? (M. Petrovd)

79-1-5

Na stole s kruhovou deskou o priméru 0,6m je ,nakfivo“ polozen
¢tvercovy ubrus se stranou 1m. Jeden cip ubrusu piecniva pfes hranu
desky stolu 0,5m, sousedni cip 0,3 m.

0,5m

Uréete délku ptresahu zbylych dvou cipt. (S. Bedndrova)
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Z9-1-6
Ctyii tatinkové chtéli détem sponzorovat lyzaisky zajezd.
Prvni slibil: ,Dam 11500 K¢,“
druhy slibil: ,Dam tfetinu toho, co vy ostatni dohromady,*
tfeti slibil: ,J4 dam ¢tvrtinu toho, co vy ostatni dohromady,“
Gtvrty slibil: ,A ja ddm pétinu toho, co vy ostatni dohromady.“
Kolik korun slibil druhy, tfeti a ¢tvrty tatinek? (M. Volfova)
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