MATEMATICKA OLYMPIADA

pro Zaky
zakladnich $kol a niZSich roéniku viceletych gymnazii

54. ROCNIK, 2004,/2005

Mili mladi pratelé,

mate radi zajimavé matematické ulohy a chtéli byste si v jejich fe-
Seni zasoutézit? Jestlize ano, zveme vés k Gcasti v matematické olym-
piddé (MO). Soutéz je dobrovolna a nesouvisi s klasifikaci z matematiky.
Mohou se ji zicastnit zaci 5. az 9. ro¢niki zakladnich skol a zaci jim
odpovidajicich ro¢nikt viceletych gymnazii vzdy ve svych kategoriich. Po-
drobnéjsi rozdéleni uvadi nasledujici tabulka.

r(?énik kategorie
7S | 8leté G | 6leté G
9 4 2 79
8 3 1 78
7 2 — 77
6 1 — 76
5 — — 75

Se souhlasem svého ucitele matematiky muzete soutézit i v nékteré
kategorii uréené pro vyssi ro¢nik nebo v nékteré kategorii A, B, C, P, které
jsou uréeny pro studenty stfednich $kol. Soutézni tlohy pro kategorie A,
B, C, P jsou uverejnény v letdku Matematickd olympidda na stfednich
skolach.

Prubéh soutéze

Soutéz v zavislosti na soutéznich kategoriich probih4 v jednom, ve dvou
nebo ve tfech kolech.

Kategorie Z9 mé domaci, okresni a krajské kolo.
Kategorie Z8, Z7 a 76 maji doméci a okresni kolo.
Kategorie Z5 ma domaci a skolni kolo.



I. kolo (domaéci): Pro vSechny kategorie se I. kolo organizuje na sko-
lach. Zaci v ném fesi Sest tloh uvefejnénych v tomto letdku. Do soutéze
budou zarazeni zaci, ktefi odevzdaji svym ucitelim matematiky feseni
alespon ¢tyr tloh. Vsem soutézicim vSak doporucujeme, aby se snazili vy-
Fesit vSechny tlohy, protoze v dalsim pribéhu soutéze mohou byt zadany
podobné ulohy.

Reseni tiloh odevzdévejte svym uditelim matematiky v téchto termi-
nech:

Kategorie Z5, Z9: prvni trojici uloh do 4. listopadu 2004 a druhou
trojici iloh do 3. ledna 2005.

Kategorie Z6 az Z8: prvni trojici tloh do 3. prosince 2004 a druhou
trojici tloh do 2. bfezna 2005.

Vasi ucitelé tlohy opravi a ohodnoti podle stupnice 1 — vgborné, 2 -
dobre, 3 — nevyhovuje. Pak je s vami rozeberou, vysvétli vam pfipadné
nedostatky a sezndmi vés se spravnym, popfipadé i jingm fesenim. Uspés-
nymi Tesiteli I. kola se stanou ti soutézici, ktefi budou mit alespon u ¢tyt
tloh feseni hodnocena vyborné nebo dobre.

Préace vsech uspésnych fesitelt kategorii Z6 az Z9 zasle vaSe skola
okresnimu vyboru MO. Ten z nich vybere nejlepsi feSitele a pozve je
k acasti ve II. kole soutéze. Vybér icastnik II. Skolniho kola v kategorii Z5
provadi po dohodé s okresnim vyborem MO poradajici skola.

II. kolo se uskutecni

pro kategorii Z9 26. ledna 2005,

pro kategorii Z6 az Z8 6. dubna 2005,
pro kategorii Z5 26. ledna 2005.

II. kolo pro kategorie Z6 az Z9 je okresni a porada se zpravidla v okresnim
meésté. II. kolo pro kategorii Z5 je skolni a probiha na poradajici skole.

Pozvani zéci kategorie Z9 budou fesit samostatné v pribéhu 4 hodin
4 soutézni tlohy. Pozvani zaci kategorii Z6 az Z8 budou samostatné resit
3 tlohy v prtibéhu 2 hodin. Pozvani zaci kategorie Z5 budou samostatné
fesit 3 dlohy v pribéhu 1 hodiny.

IT1. kolo se porada pro kategorii Z9 a kona se 16. biezna 2005 v né-
kterém mésté vasem kraji. Pravidla soutéze jsou stejna jako pro II. kolo.
Nejlepsi ucastnici III. kola jsou vyhlaseni jeho vitézi. Jejich jména budou
uvedena v roc¢ence 54. ro¢niku matematické olympiady na zakladnich sko-
lach, kterou vyda tstiedni viybor MO po skonéeni soutéze, a na internetu.

Matematickou olympiddu potadaji Ministerstvo skolstvi, mlddezZe a té-
lovjchovy, Jednota ceskijch matematiki a fyziki a Matematicky ustav Aka-
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demie ved Ceské republiky. Soutéz organizuje istredns vgbor MO, v kra-
jich ji ¥idi krajské vybory MO a pobocky JCMF a v okresech okresni
vybory MO. Na jednotlivych skol4ch ji zajistuji povéfeni ucitelé matema-
tiky. Vy se obracejte na svého ucitele matematiky.

Pokyny a rady soutéZicim

Reseni soutéZnich tloh vypracujte ¢itelné na listy formatu A4. Kazdou
tilohu zaénéte na novém list& a uvedte vlevo nahofe zahlavi podle vzoru:

Karel Vesely

8. B

ZS, Kulaté ndm. 9, 629 79 Luzany
okres Znojmo

2004,/2005

Uloha Z8-1-3

Reseni piste tak, aby bylo mo#no sledovat vas myslenkovy postup,
podrobné vysvétlete, jak jste uvazovali. Uvédomte si, ze se hodnoti nejen
vysledek, ke kterému jste dosli, ale hlavné spravnost tvah, které k nému
vedly.

Prace, které nebudou spliovat tyto podminky nebo nebudou ode-
vzdany ve stanoveném terminu, nebudou do soutéze prijaty.

Informace o MO a zadani loh najdete téz na internetu
http://home.pf.jcu.cz/mo



Na ukézku uvedeme FeSeni ulohy z II. kola kategorie Z8 z jednoho
z predchazejicich roénika MO:

Uloha Z8-1I-1. Je dén obdélnik s celo¢iselnymi délkami stran. Jestlize
zvétsime jednu jeho stranu o 4 a druhou zmensime o 5, dostaneme obdél-
nik s dvojnasobnym obsahem. Urcete strany daného obdélniku. Najdéte
vSechny moznosti.

Reseni. Délky stran obdélniku oznaéime a, b. Novy obdélnik ma délky
stran a +4, b — 5. Podle podminky tlohy pro obsahy obou obdélniku plati

2ab = (a +4)(b—5).
Postupné upravime:

ab — 4b + 5a = —20 (Odeéteme 20,
ab—4b+5a — 20 = —40  abychom levou

stranu mohli
(a—4)(b+5) = —40 rozloZit na souin.)

ReSeni najdeme rozkladem ¢&isla —40 na 2 &initele. P¥itom musi bjt a > 0,
b>0,atedy a —4 > —4, b+ 5 > 5. Jsou dvé moznosti:

(-2)-20=-40 a  (—1)-40 = —40.

V prvnim pripadé dostaneme obdélnik o stranach a = 2,b = 15 s obsahem
S = 30. Novy obdélnik pak ma strany o’ = 6, &’ = 10 a obsah S’ = 60,
tj. S’ = 28.

V druhém piipadé dostaneme obdélnik o stranach a =
s obsahem S = 105. Novy obdélnik pak ma strany a’ = 7,0’ =
S’ = 210. Opét je S’ = 28.

3,b =35
30 a obsah



KATEGORIE Z5

Z5-1-1

Vendelin zaviel do bedny vSechna dvoumistné c¢isla, kterda pfi déleni
péti davaji zbytek 3, avSak na jedno z nich zapomnél. Kdyz ¢isla v bedné
spravné secetl, dostal soucet 911. Na které ¢islo zapomnél? (L. Hozovd)

Z5-1-2

Andulka a Maruska mély sraz presné v 17.30 pied kinem. Andulka
si myslela, ze ji jdou hodinky o 4 minuty napfed, ale ve skutecnosti se
ji zpozdovaly o 8 minut. Maruska si myslela, Ze se ji hodinky o 8 minut
zpozduji, ale Sly ji o 4 minuty napied. Kdy kterd z divek pfisla na sraz,
jestlize si obé myslely, ze pfisly presné v 17.307 (S. Ptdckovd)

Z5-1-3

T#i princové §li na mnohohlavého draka. Prvni princ mu levou rukou
usekl polovinu hlav a pravou rukou jesté dalsi dvé. Totéz udélali se zbylymi
hlavami druhy a pak i tfeti princ. Potom drak padl bezhlavy na zem. Na
kolikahlavého draka se princové vydali? (S. Ptdckovd)

Z5-1-4

Na obrazku je mnohothelnik sloZzeny z jedenacti stejnych ¢tverecku.
a) Zjisti jeho obvod, jestlize vis, Ze jeden maly ¢tveredek mé obvod 20 cm.
b) Které dva ¢tverecky mnohothelniku je nutno ubrat, aby vznikl novy

mnohotihelnik s co nejvétsim obvodem? Namaluj alespon jedno feSeni.
(S. Bedndrovd)

75-1-5

Hraci kostka mé puntiky rozmistény tak, Ze jejich soucet na protileh-
lych sténéch je vzdy 7. Kostka na obr. 1 stoji na sténé€ s jednim puntikem,
takze na podlozce zanecha otisk ,1“. Kdyz prevalime kostku doprava na
sténu se dvéma puntiky, zanechad na podlozce otisk ,,2“. Kdyz pak preva-
lime kostku smérem k sobé, zaneché otisk ,,3“. Pfi tomto valeni dostaneme
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stopu na obr. 2. Soucet ¢isel této stopy je 6. Jestlize vychozi postaveni

kostky je na obr. 1,
a) jaky bude soucet na stopé na obr. 3?7

b) Jak bude vypadat stopa, na niz je souéet 227 (L. Hozovd)
1]
== 12 ]
PY [
o 3 | |
Obr. 1 Obr. 2 Obr.3
75-1-6

Ivanka si stavi z kostek kominy. VSechny kostky jsou stejné a maji
rozméry 1cm, 1 cm a 2cm. Ted postavila jednopatrovy duty komin z p&ti
kostek na ploge 12cm? (obréazek). Rozhodla se ale, Ze postavi duty komin
na plose 36 cm? z 260 takovych kostek. Jaky nejvyssi komin mohla posta-

vit, jestlize ji zddné kostka nezbyla a komin byl nahote rovny?
(S. Ptdckovd)




KATEGORIE Z6

Z6-1-1

Kladné desetinné ¢islo nazveme wvyvazZené, jestlize je soucet cislic le-
Zicich pred desetinnou ¢arkou roven souctu éislic za desetinnou ¢arkou.
Napft. ¢islo 25,133 je vyvéaZené. Napi$ a) nejmensi, b) nejvétsi vyvazené
¢islo, jehoz zadné dvé Cislice nejsou stejné. (S. Bedndrouvd)

Z6-1-2
Obdélnik jsme rozdélili na t¥i trojuhelniky jako na obrazku. Odmsé-
fili jsme vSechny vnitini thly v téchto trojthelnicich a ziskali nasledujici
hodnoty: 20°, 30°, 30°, 40°, 50°, 60°, 90°, 90° a 130°. DopiS je na spravna
mista v obrazku. (Pozor, obrazek muze byt nepfesny, nevyplati se méfit.)
(S. Bedndrovd)

Z6-1-3

V zemi ,,Ciselkovo® Ziji jen piirozend ¢isla. Muzi a chlapci jsou suda
C¢isla, zeny a divky jsou licha ¢isla. Manzelé maji hned po svatbé déti, a to
vSechna cCisla, ktera déli jejich soucin beze zbytku. Kterého napadnika
z Cisel 2, 8, 14 si m4a vybrat slecna Sedmicka, jestlize chce mit
a) co nejvice déti,
b) stejny pocet dcer jako synt? (M. Dillingerovd)

Z6-1-4

Na karticce mam napsano sudé ¢tyimistné ¢islo. Rozstfihnu ji tak, ze
ziskdm dvé dvoumistna ¢isla, jejichz soucin je 2 562. Které ¢tyfmistné ¢islo
jsem méla na karticce? (M. Raabovad)
76-1-5

Na obrazku je mnohothelnik slozeny z jedenacti stejnych ¢tverecki.
a) Zjisti jeho obvod, jestlize vi§, Ze jeden maly ¢tvereéek mé obvod 2 cm.
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b) Které dva étverecky mnohothelniku je nutno pfemistit, aby vznikl
novy mnohothelnik s co nejvétsim obvodem? (S. Bedndrovd)

Z6-1-6

V Petiikové, Bofikové a Tomikove zije celkem 6 000 obyvatel. V kazdé
z téchto tii vesnic pfipada v priméru na 20 obyvatel 1 pes a na 30 obyvatel
1 kocka. V Pettikove a Borikové zije celkem 234 psti, v Boiikové a Tomikove

zije celkem 92 kocek. Kolik obyvatel maji jednotlivé vesnice?
(S. Ptdckovd)



KATEGORIE Z7

Z7-1-1

Dlouhy, Siroky a Bystrozraky zméiili svou vysku. Zjistili, ze Dlouhy
je dvakrat vyssi nez Siroky, vyska Bystrozrakého piedstavuje dvé tietiny
vysky Dlouhého, ale piitom je o 44 cm vyssi nez Siroky. Zjisti, jak vysoky
je Dlouhy, Siroky i Bystrozraky. (M. Dillingerovd)

Z7-1-2

Je dano pétimistné cislo délitelné tfemi. Vyskrtnu-li z néj cislice na
lichych mistech, dostanu dvoumistné ¢islo. Toto ¢islo je 67krat mensi nez
¢islo ziskané z ptivodniho pétimistného cisla vyskrtnutim ¢islic na sudych
mistech. Zjisti, jaké bylo pivodn{ pétimistné ¢islo. (M. Raabova)

Z7-1-3

V zemi ,,Ciselkovo“ Ziji jen pfirozena ¢isla. MuZi a chlapci jsou sudé
¢isla, zeny a divky jsou licha ¢isla. Manzelé maji hned po svatbé déti, a to
vSechna cCisla, kterd déli jejich soucin beze zbytku. Kterého napadnika
z Cisel 2, 16, 28, 46 si ma vybrat slecna Devitka, jestlize chce mit
a) co nejvice déti,
b) stejny pocet dcer jako synti? (M. Dillingerovd)

Z7-1-4
Kamilka pfi kresleni obdélniki ve ¢tver-
cové siti narazila na takovouto zajimavou
dvojici: Obdélnik s rozméry 6cm a 4cm
a Ctverec se stranou délky 4cm. Nejdiive [
zakreslila do sité obdélnik a pak ctverec
(obr.). S adivem ve svém obrazku objevila,
7e obsah nezakryté ¢asti obdélniku je roven
obsahu ¢tverce a ze nezakryta ¢ast obvodu
obdélniku je rovna celému obvodu c¢tverce.
Mezi nésledujicimi obdélniky najdi vSechny
dvojice, které maji obé vlastnosti Kamilci-
nych obdélnik: 3 x 9,4 x 9,4 x 6 a5 x 7 (v centimetrech).
(M. Dillingerova)
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Z7-1-5
Myska Hryzalka nasla cihlu syra. Prvni den snédla %, druhy den %
zbytku, tfeti den % zbytku a ¢tvrty den % zbytku. Pak uz z cihly zustala

jen krychle s povrchem 150cm?. Jaky objem méla ptvodni cihla syra?
(M. Dillingerovd)

Z7-1-6

Archeologové vykopali papyrus se zvlastni tabulkou s vyfezem ve tvaru
sobraceného Z* (obrazek). Jde zfejmé o talisman. Mél zajimavou vlast-
nost: zakrouzkujeme-li libovolnych pét cisel tak, aby v kazdém sloupci
i fadku bylo zakrouzkované pravé jedno, a téchto pét cisel seCteme, do-
staneme vzdy stejny soucet. Pokus se zrekonstruovat tento talisman, tzn.
dopln ¢isla na prazdna mista. (S. Bedndrovd)

10



KATEGORIE Z8

Z8-1-1
Poradové ¢islo dne v mésici je smutné, protoze v jistém roce nebylo

ani jednou nedéli. Jaké ¢islo to bylo a na ktery den v tydnu pfipadl v tom
roce Novy rok? (M. Volfovd)

Z8-1-2

Slimék lezl po &tvercové siti a zanechal za sebou stopu (obr. 1). Cisla
pod siti a vedle ni udavaji pocet navstivenych ¢tverecku v daném radku ¢i
sloupci. Na obr. 2 urcete drahu sliméka, vite-li, Zze nikdy nevlezl dvakrat

do stejného ¢tverecku a ze nikdy nelezl Sikmo. (S. Ptdckovd)
3
4
2
4
2 N\ 2
9 Y 2
9 et/ %ﬁ’_,-ﬁ - 4
1 3 2 1 45 2 1 4 4
Obr. 1 Obr. 2

Z8-1-3
O lichobézniku LICH (LI || CH) vime, ze LCLHI, |<ILC| =
= | IHC(| a aritmeticky primér délek jeho zdkladen je 8 cm. Vypocitejte

obsah tohoto lichobézniku. (S. Bedndrouvd)
78-1-4

Kolik je mezi ¢isly 1,2,3,...,999,1000 takovych, kterd nejsou déli-
telnd zadnym z cisel 2, 3, 4, 57 (M. Volfovd)
78-1-5

Alenka sestavovala ,hlemyzdi ulitu“ z rovnoramennych pravouhlych
trojuhelnikt jako na obrazku. Pouzila k tomu co nejvic trojuhelniki, ale
zadné dva se neprekryvaly.

a) Z kolika trojahelnikii byla ulita sestavena?
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b) Jaky je obsah nejvétsiho trojahelniku, je-li odvésna nejmensiho z nich
dlouh4 1cm? (M. Raabova)

\.

Z8-1-6

Archeologové vykopali papyrus se zvlastni tabulkou s vyfezem ve tvaru
sobraceného Z*“ (obrazek). Jde zfejmé o talisman. Mél zajimavou vlast-
nost: zakrouzkujeme-li libovolnych pét cisel tak, aby v kazdém sloupci
i fadku bylo zakrouzkovano pravé jedno, a téchto pét cisel seCteme, do-
staneme vzdy stejny soucet. Pokuste se zrekonstruovat tento talisman,
tzn. dopliite ¢isla na prazdné mista. (S. Bedndrovd)
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KATEGORIE 79

79-1-1

Dvoumistné ¢islo se nazyva exkluzivni, jestlize ma nasledujici vlastnost:
cislice exkluzivniho ¢isla navzajem vynasobime, po pric¢teni souctu vsech
¢islic exkluzivniho ¢isla k predchozimu vysledku ziskdme toto exkluzivni
¢islo. Napriiklad 79 je exkluzivni, nebot 79 = 7-9+(749). Najdéte vSechna
exkluzivni ¢isla. (P. Tlusty)

79-1-2

Uvnit¥ pravidelného Sestitthelniku o strané délky 2v/3 cm se pohybuje
kruh o praméru 1cm tak, zZe se stale dotyka obvodu pravidelného Sestit-
helniku. Vypocitejte obsah té ¢asti Sestithelniku, kterd nemuze byt nikdy

piekryta pohybujicim se kruhem. (M. Dillingerovd)
79-1-3

Kolika zptisoby lze vybrat sedm ¢isel z mnoziny {1,2,...,8,9} tak,
aby jejich soucet byl délitelny tiemi? (P. Tlusty)
79-1-4

Jsou dany kruh a ¢tverec se stejnym obsahem. Do daného kruhu vepi-
Seme Ctverec, do daného ¢tverce vepiseme kruh. Ktery z vepsanych obrazct
ma vetsi obsah? (M. Volfovd)

79-1-5

Pan Sudy mél sudy pocet ovecek, pan Lichy lichy pocet ovecek. Pocet
vsech ovecek dohromady tvoril trojmistné ¢islo, které mélo vSechny cislice
stejné. Kazdé ovecce pana Sudého se narodily t¥i ovecky, kazdé ovecce
pana Lichého dvé ovecky. Jednoho dne vSak vlk zadavil tfi ovecky panu
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Sudému. Ted m4 pan Sudy stejné velké stado jako pan Lichy. Kolik ovecek
mél ptvodné kazdy z chovateld? (L. Hozovd)

79-1-6

Pét déti postupné fika: ,Véera bylo pondéli.“ , Dnes je ¢tvrtek.“ ,Po-
zitti bude patek.“ , Zitra bude sobota.“ ,,Pfedevéirem bylo utery.“ Pokud
byste védeéli, kolik z déti Ihalo, hned by bylo jasné, ktery je den. Ktery je
tedy den? (S. Ptdckovd)
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