59. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

. kolo kategorie Z8

Z8-11-1
Pramérny vék rodiny Kebulovych, kterou tvoii otec, matka a nékolik déti, je 18 let.

Pfitom priumérny vék rodiny bez tatinka, kterému je 38 let, je 14 let. Kolik déti maji
Kebulovi? (L. Hozovad)

Mozné feSeni. Pocet ¢lent této rodiny oznacime n. Soucet véki vSech ¢lend je roven
souc¢inu priamérného véku rodiny a poctu ¢lent, tedy 18 - n. Rodina bez tatinka ma n — 1
¢lentt a soucet vekil téchto ¢lent je 14 - (n — 1). Vime, Ze tento soucet je o 38 mensi nez
soucet véku vSech ¢lenti. Dochéazime tedy k rovnici

18-n=14-(n—1) + 38,
po tpravé dostaneme

4n = 24,
n = 6.

Cela rodina ma 6 ¢lenii, Kebulovi tedy maji 4 déti.

Hodnoceni. 2 body za sestaveni rovnice; 2 body za zdivodnéni tohoto sestaveni; 1 bod
za vyFeseni rovnice; 1 bod za spravny zaver.

Jiné FeSeni. Pomineme-li, Ze mezi détmi a rodi¢i musi byt urcity vékovy rozestup, lze
si po precteni prvni véty v zadani predstavit rodinu, kterou tvori jen 18leti ¢lenové. Po
precteni druhé véty mutzeme svou predstavu upravit a v rodiné vidét 38letého tatinka
a zbytek ¢lenti 14letych. Vék tatinka jsme pfitom zvysili o 20, vék ostatnich ¢lent snizili
vzdy o 4. Aby pfi upravovéni nasi predstavy ztstal soudet vékt vSech ¢lenii rodiny stejny,
musi byt pocet ¢lent rodiny bez tatinka 20 : 4 = 5. Jednim z nich je maminka, déti tak
museji byt 4.

Hodnoceni. 6 bodi.

Z8-11-2
Kolik existuje Sestimistnych pfirozenych cisel, ktera maji na misté statisict ¢islici 1,
na misté tisict ¢islici 2 a na misté desitek ¢islici 3 a jsou beze zbytku délitelna ¢islem 457
(L. Siminek)

Mozné feseni. Cislo je délitelné ¢islem 45, pravé kdy# je délitelné &isly 5 i 9. Na mist&
jednotek tedy musi byt ¢islice 0 nebo 5 a jeho ciferny soucet musi byt nasobkem deviti.

Nejprve urcime pocet hledanych cisel, ktera maji na misté jednotek ¢islici 0. Tato ¢isla
oznacime jako 142B30 a jejich ciferny soucet je pak roven 6+ A+ B. Ma-li byt tento soucet
nasobkem deviti a pfihlédneme-li k tomu, Ze nezndmé A a B oznaduji ¢islice 0 az 9, mtze
byt ciferny soudet roven bud 9, nebo 18. V prvnim pfipadé plati A + B = 3, ve druhém
A+ B = 12. Nasledujici tabulky ukazuji, kolik 1ze nalézt dvojic ¢islic davajicich soudet 3,
respektive 12:

A 3 2 1 0 A 9 8 7 6 5 4 3

0 1 2 3 B 3 4 5 6 7 8 9

Cisel tvaru 142530 délitelnych &islem 45 tedy existuje 4 + 7 = 11.

Nyni uréeme pocet hledanych ¢isel, kterd maji na misté jednotek ¢islici 5. Ta oznacime
jako 1C2D35 a jejich ciferny soudet je pak 11 4+ C + D. Podobné jako v pfedchozi &asti
ulohy zjistujeme, ze bud musi platit C+ D = 7, nebo C'+ D = 16. Sestavime opét tabulky:

C 7 6 5 4 3 2 1 0 C 9 8 7

D 0 1 2 3 4 5 6 7 D 7 8 9

Cisel tvaru 102D35 délitelnych ¢islem 45 tedy existuje 8+3 = 11. Cisel odpovidajicich
zadani je celkem 11 + 11 = 22.

Poznamka. Zéci také mohou v tivodu rozdélit hledans &isla do skupin s cifernym sou-
¢tem 9, 18 a 27. Ve skupiné s cifernym soué¢tem 9 miize byt na misté jednotek pouze ¢islice
0, ve skupiné s cifernym sou¢tem 27 mtize byt na misté jednotek pouze ¢islice 5 a ve skupiné
s cifernym sou¢tem 18 mohou byt na misté jednotek obé tyto Cislice.

Hodnoceni. 1 bod za podminku délitelnosti ¢islem 45; 1 bod za rozdéleni hledanjch ¢isel
do skupin; 4 body za spravné urceni ¢isel v kazdé skupiné.

Z8-11-3
Na néasledujicim obrazku je Sestitihelnik ABEFGD. Ctytfahelniky ABCD a EFGC

jsou shodné obdélniky a ¢tyfuhelnik BEGD je také obdélnik. Urcete pomér obsaht bilé
a Sedé Casti Sestithelniku, jestlize |AB| = 5cm a trojuhelnik BEC je rovnostranny.

D G

(K. Pazourek)

MozZné teSeni. Oznacme stiedy tse¢ek BE a GD postupné H a I. Potom obdélnik
HEGI tvoti polovinu obdélniku BEGD a bod C lezi na jeho strané HI. Tento obdélnik
jesteé rozdélime kolmici spusténou z bodu C.



B H E

Nyni je ziejmé, Ze pomér bilé a Sedé plochy v obdélniku HEGI je 1 : 1. Trojahelniky
CGE a EFG jsou shodné, a proto jsou obsahy bilych a Sedych ploch v pétithelniku
HEFGI v poméru 2 : 1. Cely obrazek je symetricky podle osy HI, tudiz pomér obsaht
bilych a Sedych ¢asti Sestithelniku ABEFGD je stejny.

Poznamka. Lze fesit i vhodnym posunutim trojihelniku DGC' a néslednym rozdélenim
vzniklého tGtvaru na Sest shodnych trojuhelniki, viz obrazek.

D G

Hodnoceni. 5 bodu za spravny a zdivodnény postup; 1 bod za vysledek.

Jiné FesSeni. Protoze trojiuhelnik BEC je rovnostranny, jsou vSechny jeho vnitini tthly 60°.
Odtud plyne, ze v trojihelniku C' DB méfi vnitini thly 30°, 90° a 60°, proto je tento troj-
thelnik polovinou rovnostranného trojtihelniku se stranou délky 2-|CD| = 2-|AB| = 10 cm.
Proto je |[BD| = 10cm a z Pythagorovy véty spo¢téme délku strany BC' v trojuhelniku

CDB:
|BC| = /102 — 52 = V75 = 5V/3 (cm).
Obsah trojuhelniku CDB je tedy roven
25

1 1
Sopp = 5|BC|-|CD| = 5 5V3.5= T/ﬁ(cm?).

3

Stejny obsah maji i trojihelniky ABD, CGFE a FEG, protoze jsou s trojuhelnikem C' DB
shodné. ProtoZe je trojuhelnik BEC rovnostranny, je |BE| = |BC|, a spo¢téme obsah
obdélniku BEGD:

Sppap = |BE|-|BD| = 5v/3 - 10 = 50v/3 (cm?).
Potom obsah bilé ¢asti Sestithelniku ABEFGD je

Svita = Sapp + (Speap — Scps — Scar) + Srea =
= Scpe + (Seeep — Scps — Scps) + Scpp =
= SBEGD = 50\/5 (Cm2).

Obsah Sedé ¢asti Sestitthelniku ABEFGD je
Sseds = Scpp + Scae =2 Scpp = 25V3 (cm?).
Proto pomér obsahti bilych a Sedych casti Sestitthelniku je

Shila : Sseds = 50V3:25v/3 =2 1.

Hodnoceni. 1 bod za vypocet délky tisecky BC; po 1 bodu za vypocty obsahii trojihel-
niku CDB a obdélniku BEGD:; po 1 bodu za stanoveni obsahii Sedych a biljch ¢asti; 1 bod
za spoCteni poméru obsaht bilé a Sedé plochy (jednotlivé vypocty musi byt zdivodnény).

Poznamka. Ptiblizné hodnoty pfedchozich velié¢in vyjadiené pomoci tabulek bez kalku-
laéky jsou: |BC| = 8,66Cm, SCDB = 21,65C11127 SBEGD = Sbi]é = 86.,6CII12, Sgedé =
= 43,3 cm? a pomér Shis ¢ Sseds = 2 : 1. Jestlize Fesitel pocita s pFibliznymi hodnotami
a v jinak zcela spravném feSeni si na konci neuvédomi, ze jim vypocteny pomér 2 : 1 je
hodnota toliko pribliznd, udélte mu celkem 5 bodt.



