67. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
. kolo kategorie Z9

Z9-11-1
Sarka a Terezka dostaly bonboniéru, ve které bylo 35 ¢okolddovych bonbénil. Kazdy
den snédlo kazdé z dévcat alespon jeden bonbdn a zadny bonbdén nebyl délen na casti.
Prvni den snédla Terezka % toho, co snédla tentyZ den Sarka. Druhy den snédla Sarka
% toho, co snédla tentyz den Terezka. Na konci druhého dne byla bonboniéra prazdna.
Kolik bonbént celkem snédla Terezka, kdyz vime, ze rozdil mezi poc¢tem bonbdnu
snédenych Terezkou a po¢tem bonbénii snédenych Sarkou byl nejmensi mozny?

(L. Hozovd)

Mozné feSeni. Prvni den Terezka snédla % toho, co snédla Sirka. Poet bonbént sné-
denjch ten den Séarkou proto musel byt délitelny 5. Druhy den snédla Séarka % toho, co
snédla Terezka. Poc¢et bonbént snédenych ten den Terezkou proto musel byt délitelny 4.
Pocty bonbént snédenych dévéaty v jednotlivé dny uvadime v nésledujici tabulce, kde x
a y znacl neznama prirozena Cisla:

1. den 2. den

Sarka 5z 3y

Terezka 2z 4y

Celkem se za oba dny snédlo 35 bonbédni, tedy
Tx+ Ty =35 mneboli z+y=>5. (1)
Rozdil mezi poétem bonbénii snédenych Terezkou a poétem bonbénii snédenych Sarkou je
(2z 4+ 4y) — (bx + 3y) =y — 3z. (2)

Pokud z (1) vyjadiime y = 5 — x a dosadime do (2), dostaneme rozdil 5 — 4. Tento rozdil
je nejmensi mozny, pravé kdyz = 1. Odtud vyplyva, ze y = 4 a ze Terezka celkem snédla
2-1+4-4 =18 bonbdnti.

Poznamka. Dvojice pfirozenych ¢isel (x,y) vyhovujici rovnici (1) jsou tyfi:
(1,4), (2,3), (3,2), (4,1).

Dosazenim kazdé z téchto dvojic do Gvodni tabulky dostaneme konkrétni hodnoty, mezi
kterymi lze vybrat tu s nejmensim rozdilem mezi pocty bonbdnii snédenych Terezkou
a Sarkou. Toto feseni odpovida prvni uvedené dvojici:

1. den 2. den celkem
Sarka 5 12 17
Terezka 2 16 18
1

Jiné FeSeni. ProtoZe celkovy pocet bonbént byl 35, coz je liché ¢islo, nejmensi mozny
rozdil mezi bonbény snédenymi Sarkou a Terezkou by mohl byt 1. V takovém piipadé by
bud Sarka snédla 18 bonbénti a Terezka 17, nebo naopak. Pi stejném znaceni jako v tivodu
predchoziho FeSeni by prvni moznost vedla k soustavé rovnic

5z + 3y = 18,
2z + 4y = 17.

Po tpravach dostdavame feseni z = % ay = %, které vsak neni vyhovujici, protoze neni

celociselné. Druha zminovana moznost by vedla k soustavé rovnic

5z + 3y =17,
2z + 4y = 18,

ktera po tpravach dava feseni x = 1 a y = 4. Terezka celkem snédla 18 bonbdni.

Hodnoceni. 2 body za vztahy mezi snédenymi bonbdny v jednotlivych dnech (napf. jako
v tvodni tabulce); 2 body za sestaveni rovnic; 2 body za dofeSeni a kvalitu komentare.

Z9-11-2

Ve ¢tyttahelniku ABCD jsou strany AB a C'D rovnobézné, pfi¢emz strana AB je
dvakrat delsi nez strana C'D. Bod S je pruseéikem thlopticek ¢tyrahelniku ABCD a troj-
uhelniky ABS a C'DS jsou oba rovnostranné. Bod E je takovy bod tsecky BS, ze velikost
thlu ACE je 30°.

Urdete pomér obsahii ¢tyfthelniku ABCD a trojahelniku EBC.  (E. Semerddovd)

Mozné FeSeni. Ze zadani vime, ze (1) trojuhelniky ABS a CDS jsou rovnostranné a
(2) délky jejich stran jsou v poméru 2 : 1. Z prvniho poznatku plyne, Ze vSechny vnitini
thly v téchto trojuhelnicich maji velikost 60°. Proto je velikost ihlu £ SC rovna 180° —
—60° = 120°. Protoze velikost thlu SC'E je 30°, na velikost thlu SEC' v trojihelniku SEC
zbyvé také 30°. Trojuhelnik SEC je tedy rovnoramenny se zékladnou FC, a proto jsou
tsecky SE a SC shodné. Z druhého poznatku plyne, Ze tisecka S B mé dvojnasobnou délku
ve srovnani s tsetkou SC. Celkem tedy zjistujeme, Ze bod E leZi v poloviné usecky SB,
resp. usecka DB je body S a E rozdélena na tfetiny.

D C




Trojahelniky DBC a EBC maji spoleény vrchol C' a délky jemu protilehlych stran
DB a EB jsou v poméru 3 : 1. Ve stejném pomeéru jsou proto i jejich obsahy,

Spec : Sepc=3:1.

Lichobéznik ABCD je thlop¥ickou DB rozdélen na dva trojuhelniky DBA a DBC, které
maji spolecnou vysku s lichobéznikem a délky piislusnych stran AB a C'D jsou v poméru
2 : 1. Ve stejném poméru jsou proto i obsahy téchto trojuhelnikad, tzn.

Sagep 1 Spep =3 : 1.
Celkem tedy zjistujeme, Ze hledany pomér obsahi je

Sapcp : Secp=9:1.

Poznamka. Trojuhelniky ABS a CDS jsou podobné s koeficientem podobnosti 2 : 1,
jejich obsahy jsou proto v poméru 4 : 1. Nazorné lze tento pomér ukézat rozdélenim
trojahelniku ASB pomoci stiednich pricek na ¢tyfi trojuhelniky shodné s C DS, viz obra-
zek. Doplnénim usecky DF je lichobéznik ABC D rozdélen na devét trojahelniki majicich
stejny obsah jako trojihelnik FBC.

D C
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Hodnoceni. 3 body za urceni, Ze bod F je v poloviné usec¢ky SB; po 1 bodu za kazdy ze
zvyraznénych poméri (nebo odpovidajici diléi kroky pfi jiném FeSeni).

79-11-3
Ctyti kamaradky nagly v uéebnici nasledujici poznadmku:

Vime, Ze Va-b= 99v2 a zZe Va-b-c je prirozené cislo.

Nyni premysli a dohaduji se, co mohou Tici o ¢isle ¢:
Anna: ,,Uréité to nemize byt /2.4

Dana: ,Muze to byt napt. 98.¢
Hana: ,Mize to byt jakékoli sudé ¢islo.*
Jana: ,Takové ¢islo je urcité jenom jedno.“

Rozhodnéte, kterd (které) z divek mé (maji) pravdu, a vysvétlete proc.
(E. Semerddovd)

MozZné FeSeni. Zminovany vyraz mizeme vyjadrit jako
Va-b-c=vVa-b-e=99v2- . (1)
Proc=+2je
Va-b-c=99v2- \/\/57

coz neni pfirozené ¢islo. Anna tedy mé pravdu.
Pro ¢ =98 je

Va-b-c=99v2-v/98=99v/2-2.7-7=99-2.7,
coZ je prirozené ¢islo. Dana tedy ma pravdu.

Napft. pro ¢ =4 je
Va-b-c=99v2 -2,

coZ neni pfirozené ¢islo. Hana tedy nemd pravdu.
Pro ¢ = 98 jsme jiz ukazali, ze Va - b - c je prirozené ¢islo. Dale napf. pro ¢ = 2 je

Va-b-c=99v2-v/2=99.2,

coz je prirozené ¢islo. Jana tedy nema pravdu.

Jiné FeSeni. Aby vyraz (1) predstavoval pfirozené ¢islo, muselo by byt
Ve=+v2-k neboli c¢=2-k? (2)

pro né&jaké prirozené cislo k.
ProtoZe ¢ = v/2 neni tvaru (2), Anna ma pravdu.
Protoze ¢ = 98 = 2 - 72 je tvaru (2), Dana m4 pravdu.
Protoze ne kazdé sudé ¢islo je tvaru (2), Hana nem4 pravdu.
Protoze ¢isel tvaru (2) je nekoneéné mnoho, Jana nemé pravdu.

Hodnoceni. Po 1 bodu za zhodnoceni vyroktt Anny a Dany; po 2 bodech za zhodnoceni
vyrokt Hany a Jany. Odpovédi bez zdiivodnéni nehodnotte, i kdyby byly spravné.



Z9-11-4

Kvadr o rozmeérech 20 cm x 30cm x 40 cm je polozen tak, ze hrana délky 20 cm lezi
na stole a hrana délky 40 cm svird se stolem tihel 30°. Kvadr je ¢astecné naplnén vodou,
ktera smaci horni sténu o rozmeérech 20 cm x 40 cm z jedné ¢tvrtiny.

Urcete objem vody v kvadru. (M. Krejéova)

Mozné feSeni. Objem vody v kvadru lze uréit jako rozdil objemu kvadru a objemu jeho
prazdné ¢asti. Objem kvadru je 2-3-4dm?, tj. 24 litri. Prazdna &st kvadru tvoii trojboky
hranol, jehoz podstavou je pravouhly trojahelnik a jehoz vyska méti 2 dm. Stacéi urcit obsah
pravouhlého trojuhelniku ABH:

I
1T

Horni sténu kvadru smaci voda z jedné ¢tvrtiny. To znamen4, ze hrana DH délky 4 dm
je rozdélena vodni hladinou v bodé A vzdaleném 1dm od bodu D neboli 3dm od bodu H.
Vodni hladina je rovnobézna s rovinou stolu a protilehlé hrany kvadru jsou navzajem
rovnobézné, proto mé thel BAH velikost 30°. Pravy thel je u vrcholu H, na zbyly thel
u vrcholu B tak zbyva 60°.

Trojahelnik ABH mtzeme chapat jako polovinu rovnostranného trojihelniku rozdéle-
ného vyskou AH. Délka strany BH je proto polovi¢ni vzhledem k délce AB. Pokud velikost
strany BH v dm oznadime z, potom podle Pythagorovy véty v trojuhelniku ABH plati

3% 4+ 2% = (22)°.

5

Odtud plyne 322 = 9 neboli & = v/3. Obsah pravotihlého trojuhelniku ABH je tedy roven
3v3 gy
2 : )
Objem trojbokého hranolu predstavujiciho prazdnou ¢ast kvadru je 2- ?’Qﬁ = 3v3dm?,
co% je priblizné 5,2 litrit. Objem vody v kvéadru je 24 — 3v/3dm?, coz je piiblizné 18,8 litri.
Hodnoceni. 2 body za Gvodni tvahu a délku tsecky AH, resp. AD; 3 body za délku
tsectky BH a obsah trojihelniku ABH; 1 body za dopocitani a pripadné zaokrouhleni.



